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Chuong I MENH BE. TAP HOP

MENH BE. TAP HOP

Chuong nay cung c6, md roéng hiéu biét ctia hoc sinh vé

Li thuyét tap hop da duoc hoc 6 cac lop dudi ; cung cap cac
kién thuc ban dau vé logic va cac khai niém

s gan dung, sai so tao co s6 dé hoc tap tot cac chuong
sau ; hinh thanh cho hoc sinh kha nang suy luan co li, kha
nang tiép nhan, biéu dat cac van dé mot cach chinh xac.
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1. Ménh dé

1
ﬁNh‘m vao hai blic tranh & trén, hay doc va so sanh cac cau & bén trai va bén phai.

Cic cAu & bén trai 1a nhitng khang dinh cé tinh ding hoac sai, cdn céc

A A . 2 2 L ~ # . ” A » -~ . ~
cdu & bén phai khéng thé néi la ding hay sai. Cac cau & bén trai la nhimng
ménh dé, con céc cau & bén phai khéng 13 nhitng ménh dé.

Méi ménh dé phdi hodc diing hodc sai.
Mot ménh dé khong thé viva ding, vita sai.

2
ﬁNéu vi du vé nhimg céu la ménh dé va nhing cau khéng la ménh dé.

2. Ménh dé chira bién

Xét cau "n chia hét cho 3".

Ta chua khang dinh dwoc tinh ding sai ctia cAu nay. Tuy nhién, véi mébi gia
tri clia n thudce tap s6 nguyén, ciu nay cho ta mét ménh dé. Chang han



Véin = 4 ta duge ménh dé "4 chia hét cho 3" (sai).
Véin = 15 ta duge ménh dé "15 chia hét cho 3" (diing).
Xét cAu "2 +n = 5",

Ciing nhu trén, ta thdy véi méi gid tri cia n thudc tip s6 nguyén ta duoc
moét ménh dé. Chang han

Véin =1 ta duge ménh dé "2 + 1 = 5" (sai).

Véin = 3 ta duge ménh dé "2 + 3 = 5" (ding).

Hai cdu trén la nhitng vi du vé ménh dé chita bién.

3
ﬂ}(ét cau "x > 3". Hay tim hai gia tri thuc clia x dé tir cau da cho, nhan dudc mét
ménh dé ding va moét ménh dé sai.

II - PHU PINH CUA MOT MENH DE

~e ~N
Vidu 1. Nam va Minh tranh luan vé loai doi. &

Nam néi "Doi 1a mot loai chim".

Minh phu dinh "Doi khong phai 1a mot
loai chim".

Pé pht dinh mot ménh dé, ta thém (hoac
bét) tor "khéng" (hoac "khéng phai") vao
trude vi ngit cia ménh dé dé.

Ki hiéu ménh dé phu dinh cua
ménh dé P la F, ta co

P diin g khi P sai.

P sai khi P diing.

Vidu 2

P : "3 1a moét s6 nguyén t6" ;

P:"3 khong phai 1a mét s6 nguyén t6".
Q : "7 khong chia hét cho 5" ;
0:

"7 chia hét cho 5".



4
ﬁHéy pht dinh cac ménh dé sau.

P :"mla mdt sé hitu fs
O : "Téng hai canh clia mét tam giac 18n hon canh th( ba".
Xét tinh dung sai clla cac ménh dé trén va ménh dé pht dinh clia chung.

III - MENH PE KEO THEO

Vi du 3. Ai ciing biét "Néu Trai Dat
khéng c6 nudce thi khong c6 su séng”.
CAu noéi trén 12 mot ménh dé dang "Néu
P thi Q", & diy P la ménh dé "Trdi Dat
khong c6 nude”, Q 1a ménh dé "(Trai
bit) khong c6 su séng".

|| Ménh dé "Néu P thi Q" dwoc goi la ménh dé kéo theo, va
ki hié¢ula P = Q.

Ménh dé P = Q con duoc phit biéu 13 "P kéo theo Q" hoac "Tit P suy ra Q".

ﬁ 5
T cac ménh dé

P : "Gié mua Poéng Bac ve"
Q : "Tréi tré lanh"
hay phat biéu ménh dé P = 0.
| Ménhdé P = Q chi sai khi P diingva Q sai.

Nhu vy, ta chi cdn xét tinh ding sai cia ménh dé P = Q khi P ding.
Khi d6, n€u Q ding thi P = Q dung, néu Q sai thi P = Q sai.

Vidud

Menh dé "-3 < -2 = (-3)% < (=2)*" sai.

Ménh dé "+f3 <2 = 3 < 4" ding.

Cdc dinh 1 todn hoc 1a nhitng ménh dé ding va thudng cé dang P = Q.
Khi d6 ta noi

Plagiathiét, Q la két ludn cua dinh li, hodc
P la diéu kién dii dé ¢6 Q, hodc
Q la diéu kién cdn dé c6 P.
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RCho tam giac ABC. Tir cac ménh dé
P : "Tam giac ABC cé hai gbéc bang 60
O : "ABC la mét tam giac deu".
Hay phat biéu dinh If # = Q. Néu gia thiét, két luan va phat biéu lai dinh Ii nay duéi
dang diéu kién can, diéu kién du.

On

IV - MENH DE DAO - HAI MENH DE TUONG DUONG

A
Cho tam giac ABC'. Xét cac ménh dé dang P = Q sau
a) Néu ABC la mot tam giac déu thi ABC 1a mot tam giac can.

b) N&u ABC' 1a mét tam giac déu thi ABC 1a mét tam giac can va cé mét géc bang 60°.
Hay phat biéu cac ménh dé 0 = P tuong (ing va xét tinh ding sai clia chung.
| Ménh dé 0 = P dwoc goi la ménh dé ddo ciia ménh dé P = Q.

Ménh dé dao cia mot ménh dé ding khong nhit thi€t 1a ding.

Néu ca hai ménh dé P = Q va Q = P déu diing ta néi P va Q la

hai ménh dé twong duong.

Khi do ta ki hiéu P < Q va doc la

P tuwong duong Q, hodc

P la diéukién cdn va di dé cé Q, hodc

P khi va chi khi Q.

Vidu 5. a) Tam gidc ABC can va c6 mot géc 60° 1a diéu kién cin va di dé
tam gidc ABC déu.

b) Mot tam gidc 14 tam gi4de vuéng khi va chi khi né cé mot gée bang tong hai
gdc con lai.
V - KIHIEU V VA 3

Vi du 6. Cau "Binh phuong ctia moi s6 thuc déu 16n hon hoiac bang 0" 1a
moét ménh dé. Cé thé vi€t ménh dé nay nhu sau

Ve R : x>0 hay o> 0, Vx € R.

Ki hiéu Vv doc la "voi mor".



% 8
Phat biéu thanh I6i ménh dé sau

Vne Z :n+1>n.
Ménh dé nay dung hay sai ?

Vidu 7. Cau "C6 moét s6 nguyén nhé hon 0" 12 mot ménh dé. C6 thé viét
ménh dé nay nhu sau

dne Z :n<0.

Ki hiéu 3 doc la "c6 mét" (ton tai mét) hay "cé it nhdt mot”

(ton tai it nhdt mot).

9
%Phét biéu thanh 18i ménh dé sau

dx e Z : _r2 =X
Ménh dé nay dung hay sai ?

Vidu 8
Nam néi "Moi s6 thuc déu cé binh phuong khic 1",
Minh pht dinh "Khéng diing. Cé6 moét s6 thuc ma binh phuong ctia né bang 1,
chiang hansé 1",
Nhu vay, pht dinh cia ménh dé
P:"Vxe R e 1%
|4 ménh dé

P:"dxre R :.rz: i

10
RHéy phat biéu ménh dé phd dinh clia ménh dé sau
P : "Moi ddng vat déu di chuyén dugc".

Vidu9
Nam néi "Cé mét s6 tu nhién n ma 2n= 1",
Minh phan bac "Khéng ding. V61 moi s6 tu nhién n, déu cé 2n # 1",
Nhu vay, pht dinh cta ménh dé
P:"dne N :2n=1"



12 ménh dé

P:"Vne N :2n#1".

11
%Héy phat biéu ménh dé pht dinh clia ménh dé sau
P : "C6 mét hoc sinh clia 16p khéng thich hoc mén Toan".

Bai tap

1. Trong cic ciu sau, cdu nao 1a ménh dé, cdu nao la ménh dé chia bién ?
a)3+2=7; b)d+x=3;
c)x+y>1; d)2—\6<0.

2. Xét tinh ding sai cia méi ménh dé sau vd phat bi€u ménh dé pha dinh
clia nod.
a) 1794 chia hét cho 3 ; b) \,Elz‘i mot s& hitu ti ;
c)m<3,15; d) [-125] < 0.

3. Cho cdc ménh dé kéo theo

Néu a va b cung chia hét cho ¢ thi @ + b chia hét cho ¢ (a, b, ¢ 1a nhitng
s nguyén).

Céc s6 nguyén cé tan cing bang 0 déu chia hét cho 5.

Tam gidc can c¢6 hai dudng trung tuyén bang nhau.

Hai tam gidc bang nhau c6é dién tich bang nhau.

a) Hay phat biéu ménh dé dao clia méi ménh dé trén.

b) Phét bi€éu mbi ménh dé trén, bang cich sir dung khai niém "diéu kién da".
¢) Phat biéu méi ménh dé trén, bang cach sir dung khai niém "diéu kién cin".

4. Phat bi€u mbéi ménh dé sau, bang cdch sir dung khdi niém "diéu kién cin

va du
a) Mot s6 cé téng cédc chir s6 chia hét cho 9 thi chia hét cho 9 va ngwoc lai.

b) M6t hinh binh hanh cé ciac duong chéo vuéng goc la mot hinh thoi va
nguage lai.

¢) Phwrong trinh bac hai ¢6é hai nghiém phan biét khi va chi khi biét thice
ctia n6 duong.



5. Dung ki hiéu V', 3 dé viét cdc ménh dé sau
a) Moi s nhan véi 1 déu bang chinh né ;
b) C6 mot s6 cong véi chinh né bang O ;
c) Moi s6 cong véi s6 d6i ctia né déu bang 0.

# . 3 A w ¥ -~ - a A # # # L) #
6. Phat biéu thanh 161 m61 ménh dé sau va xét tinh ding sai cua no

a)‘v’xER:xZ}O; b)ﬂnEN:nz:n;
|
c)Vne N :n<2n; d)dxe R: x < —
X
7. Lap ménh dé phu dinh ctia méi ménh dé sau v xét tinh diing sai clia né
a) Vn € N : nchia hét cho n ; b)dx e Q :.\'2=2;
c)Vxe R x<x+1; d)EI..\’ER:3.r:..r2+l.

TAP HOP

Y

I - KHAI NIEM TAP HOP

1. Tap hdp va phan tu

1
%Néu vi du vé tap hop.

Dung cac ki hiéu € va ¢ dé viét cac ménh dé sau.
a) 3 la mot sé nguyén : b) 2 khéng phaila sé hiu fi.

Tap hop (con goi 1a tap) 14 mot khai niém co ban cta todn hoc, khéng
dinh nghia.

Gia sir dd cho tap hop A. D€ chi a 12 mét phan tir clia tap hop A, ta viEta € A
(doc 12 @ thude A). D€ chi a khéng phai 13 mot phan tir clia tap hop A, ta viét
a ¢ A (doc la a khéng thuée A).

2. Cach xac dinh tap hgp

ﬁ 2
Liét ké cac phan tir clia tap hop cac udc nguyén duong clia 30.
10



Khi liét ké cdc phén tir ciia mot tap hop, ta vi€t cdc phin tir cia nd trong
hai ddu mée {.........},vidu A= {1, 2,3, 5, 6, 10, 15, 30}.

A
Tap hop B cac nghiém cla phuong trinh A Bxh 3= 0 dugc viét 1a

B={re R |2 5x+3=0}.
Hay liét ké cac phan tlrcla tap hop B.

Mot tap hop c6 thé duoe x4c dinh bang cich chi ra tinh chit dac trung cho
cdc phan tir ciia né.

Vay ta c¢é thé xdc dinh moét tdp hop
bdang mot trong hai cdch sau
a) Liét ké cdc phan tit cia né ;
b) Chi ra tinh chdt ddc trung cho
cdc phan tir cua né.
Ngudi ta thudng minh hoa tap hop bang mét hinh
phang duwoc bao quanh bdi moét duong kin, goi 1a
biéu dé Ven nhu hinh 1.

3. Tap hop réng Hinh 1

% 4
Hay liét ké cac phan tr clia tap hop
A={re R l& +x+1=0}.

Phuong trinh P rx+1=0 khéng c6 nghiém. Ta néi tdp hop cidc nghiém
cta phuong trinh nay 1a tdp hop réng.
|| Tdp hop rong, ki hié¢ula @, la tdp hop khéng chita phan tit nao.

Néu A khoéng phai la tap hop réng thi A chira it nhat mot phan tir.
A0 < dx:xe A

II - TAP HGP CON

5
Biéu d6 minh hoa trong hinh 2 néi gi vé quan hé giita tap
hop cac s6 nguyén Z va tap hop cac sé hiu ti @ ? Cé Q

thé néi mbi s6 nguyén 1a mot sé hitu ti hay khéng ?
Hinh 2



thi ta néi A la mét tap hop con ciia B va viét A < B (doc la A

‘ Néu moi phdan tit cia tdp hop A déu la phdn tit ciia tdp hop B
chita trong B).

Thay cho A — B, ta ciing vi€t B > A (doc 1a B chita A hoac B bao ham A)
(h.3a). Nhu vay

AcB&e (Vx:xe A=>x eB).
| ‘
b)

Hinh 3

a)

Néu A khéng phai 1a mét tip con cua B, ta viét A ¢ B. (h.3b).

Ta c6 cdc tinh chdt sau

a) A C A voi moi tap hop A

b) NéuAcCBvaBc CthiAc C (h4);
c) & C Avoi moi tdp hop A.

Hinh 4

III - TAP HOP BANG NHAU

12

A

6
Xét hai tap hop

A={ne N |nlabdicla4va6)
B={n e N |nlabdicla 12}.
Hay kiém tra cac két luan sau
a)AcCB,; b)Bc A.

‘ Khi AC BvaB C A ta ndi tdp hop A bdng tdp hop B va viét la
A=B.
Nhu vay
A=B (Vx:xe A x e B).



Bdi tép
1. a)ChoA={xe N |x<20 vax chia hét cho 3}.
Hay liét ké cdc phén tir cta tip hop A.
b) Cho tap hop B = {2, 6, 12, 20, 30}.

Hay x4c dinh B bang cach chira mot tinh chét dac trung cho cdc phén tir clia nd.

c) Hay liét ké cac phan tr caa tap hop cac hoc sinh 16p em cao dudi 1m60.

12

Trong hai tip hop A va B dudi déy, tip hop nao 1a tip con cia tap hop con lai ?
Hai tap hop A va B cé bang nhau khong ?

a) A la tap hop cac hinh vuong
B 1a tap hop cac hinh thoi.
b) A = {n € N|nla moét wvdc chung clia 24 va 30}

B={ne N|nlamétudccuab}.

78]

Tim tat ca céc tap con cua tap hop sau
a) A=l{a,b};
by B={0,1,2}.

§‘ CAC PHEP TOAN TAP HOP

I - GIAO CUA HAI TAP HOP

R
Cho

A= {ne N |nlauédccla 12}

B={ne N |nlaubc cla 18}.

a) Liét ké cac phan tlrclia A va clia B ;

b) Liét ké cac phan tr clia tap hop ¢ cac uéc chung clia 12 va 18.

Tdap hop C gém cdc phdan tit vita thude A, vira thuéc B diroc
goi la giao cua A va B.

13



Kihiéu C = A n B (phan gach
chéo trong hinh 5). Vay
ANnB={x|xe Avax € B}

xe A

XeEANB&
X € B.

II - HOP CUA HAI TAP HOP

2

RGié sUr A, B 1an luct |a tap hop cac hoc sinh gi6i Toan, gidi Van cla 16p 10E. Biét
A= {Minh, Nam, Lan, Héng, Nguyét} ;
B = {Cuong, Lan, Diing, Hong, Tuyét, Lé}.
(Cac hoc sinh trong I16p khéng tring tén nhau.)

Goi (' |a tap hop ddi tuyén thi hoc sinh gidi clia I6p gém cac ban gidi Toan hoic
gidi VAn. Hay xac dinh tap hop .

Tdp hop C gém cdc phan ti thuée A
hodc thuéc B dwoce goi la hop cua A
va B.

Ki hiéu C = A U B (phan gach

chéo trong hinh 6). Vay

AUB={x|x e Ahoacx € Bj

xeA

X'E B. g
Hinh 6

..YEAUB@{

III - HIEU VA PHAN BU CUA HAI TAP HOP

3
ﬁGié s(rtap hop A cac hoc sinh gidi ctia I16p 10E Ia
A = {An, Minh, Bao, Cudng, Vinh, Hoa, Lan, Tué&, Quy}.
Tap hop B cac hoc sinh ctia t6 1 16p 10E la

B = {An, Hung, Tuén, Vinh, L&, Tam, Tué, Quy}.
Xac dinh tap hop ¢ cac hoc sinh gidi clia I6p 10E khéng thudce t6 1.

Tdp hop C goém cdc phan tir thuéc A nhung khéng thuéc B goi
la hiéu ciia AvaB.

14



12

Ki hiéu ¢ = A\ B (phan gach
chéo trong hinh 7). Vay

A\B={x|x e Avax ¢ B}

XeEA

xe A\B&
X & B.

Khi B < A thi A\B goi la phan
bu cta B trong A, ki hiéu C,B
(phan gach chéo trong hinh 8).

Bai tap
Ki hiéu «#1a tap hop cdc chit cdi trong cau "CO CHI THI NEN", # 14 tap hop
cdc chif cdi trong cau "CO CONG MAI SAT CO NGAY NEN KIM". Hay
Xac dinh A B, A\ B, A \ o, B\ A,

Ve lai va gach chéo céac tdp hop A m B, A w B, A\ B (h. 9) trong cac truong

hop sau.
O ' ’ '
a) ) ) d)

Hinh 9
Trong s6 45 hoc sinh ctia 16p 10A ¢6 15 ban duge xép loai hoc lue gidi, 20 ban
dirge x€p loai hanh kiém t6t, trong dé ¢6 10 ban vira hoc lue gidi, vira ¢6 hanh
kiém tot. Hoi
a) Lép 10A c6 bao nhiéu ban duge khen thudng, bi€t rang muén duge khen
thudng ban dé phai hoc lwre gidi hoac ¢é hanh ki€ém t6t ?

b) Lép 10A ¢6 bao nhiéu ban chwra duge x€p loai hoc lue gidi va chua cé
hanh kiém tét ?

. Cho tap hop A, hdy xdcdinhA NA, A VAL AN T, AV, C A, C O,

15



CAC TAP HOP SO

I- CAC TAP HOP SO DA HOC
%‘v‘é biéu d6 minh hoa quan hé bao ham clia cac tap hop sé da hoc.

1. Tap hop cac sb ty nhién N

N =1{0,1,2,3,..}:
N =188 il

2. Tap hop céac sé nguyén Z

Bl 3 -0 i BT Bl
Cac s6 —1,-2,-3, ... 1a cac s6 nguyén am.

Véiy Z gbébm cac s6 tu nhién va cdc s6 nguyén am.
3. Tap hop cacsd hiruti Q
* -~ 7 2 . o, A " ¢’ a #
S6 hiru t1 biéu dién duwoc dudi dang mot phin so 3 trong dd6 a, b € Z, b+ 0.

; o ey B st s R S
Hai phan so % va . bieu dién cung mot s6 hiru t1 khi va chi khi ad = be.

S6 hitu ti con biéu dién dwoc duéi dang s6 thap phan hitu han hoac vé han
tuin hoan.

Vidu 1.

16



4. Tap hop cac sé thuc R

Tap hop cédc s6 thue gém cédc s6 thap phan hitu han, vé han tuan hoan va vé han
khong tudn hoan. Cac s6 thiap phan v6 han khéng tudn hoan goi 1a s6 vo ti.

Vidu 2. o =0,101101110 ... (s6 chir s6 1 sau mébi chir s6 0 tang dan) 1a
mot s6 vo ti.

Tap hop cdc s6 thue gébm cdc s6 hitu ti va cdc s6 vo ti.
Maéi s6 thure dirge biéu dién bdi mot diém trén truc s6 va nguoce lai (h.10).

o

-2 = 0 I B @
2

Hinh 10

II - CAC TAP HOP CON THUONG DUNG CUA R

Trong todn hoc ta thudng gap cdc tip hop con sau diy cua tip hop céac sé
thue R (h.11).

Khoang

(a;bh) ={xe Rla<x<b} ”""”""ﬂ"ﬂ’(—)‘m

o ,-"}

(a;4+0)={x e R |a<x} ﬁﬂfﬂ#ﬂﬂﬁ( -

o

(—o;b)={xe R |x<b}. o

Poan b
[a;:h] ={xe Rla<x<h}. L e
a b

Nira khoang

[a;h) ={xe R |a<x<bh) e e

d b
(a;b] ={re R |a<x<b) S it
P h

[a;+0)={xe R |a<x} W

o

(—o;b]l={xe R |x<bh}. 4]%"'

h
Hinh 11

Ki hiéu +w doc 1a diwong vé curc (hoac duwong vé cung), ki hiéu —o doc 1a
dam vo cuc (hoac am vo cung).

17



Ta c6 thé viEt R = (= ; +») va goi 1 khodng (—= ;+o).

Véi moi s6 thire x ta cling viét —o < x < +m,

Bdii t&p
Xic dinh cdc tAp hop sau va bi€u dién ching trén truc s6
1. a)[-3;1Du(0;4]; b)(0;2]u[-1;1);
e) (=25 13) i3 j+w0) ; d)[~l;%JU[—l;2);
e) (—o; 1) u (-2 ; +m).
2. a)(-12;3]n[-1;4]; b)(4;7)(-7;-4);
el 2x3)m (3453 ; d) (=0 ; 2] N [-2; +).
3. a)(-2:3)\(1:5); B =24 3N[159)
c) R\(2;+4o); d) R \(-e0; 3].

BAN CO BIET

CAN-TO

Can-to la nha toan hoc Blrc géc Do Thai.

Xuat phat tir viéc nghién clu cac tap hgp vé han va cac sé
siéu han, Can-to da d4t nén méng cho viéc xay dung Li thuyét
tap hop.

Li thuyét tap hop ngay nay khéng nhimg |a co sd clia toan
hoc ma con |a nguyén nhan cla viéc ra soat lai toan bd co sd
|6gic cha toan hoc. N6 c6 mét anh huéng sau sic dén toan
bé c4u tric hién dai clia toan hoc.

T nhimg ndm 60 clia thé ki XX, tap hop dugc dua vao giadng
day trong trudng phd théng & tat cd cac nude. Vi cong lao to
I&6n clia Can-to d&i véi toan hoc, tén clia 6ng da dudc dat cho
moét miéng nui Ilra trén Mat Trang.

G. CAN-TO
(Georg Ferdinand
Ludwig Philipp Cantor
1845 — 1918)
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%56 GAN PUNG. SAI 86

I- SO GAN PUNG

Vidu 1. Khi tinh dién tich ctia hinh tron ban kinh

r =2 cm theo céng thirc § = 111'2 (h.12), -
Nam ldy moét gid tri gan ding cua m la 3,1 va 0

duoc két qua
$='3 T A= TEA (G

Minh 1dy moét gia tri gin ding cua 7 la 3,14 va
duoc két qua Hinh 12

§=3,14.4=1256 (cm’).
Vin = 3,141592653 ... 1a mot s6 thap phan vé han khong tuan hoan, nén ta
chi vi€t duoe gin diing két qua phép tinh nr bang mot s6 thip phan hiru han.

1 s &

RKhi doc cac théng tin sau em hiéu d6 ,d 4 f
la cac s6 dung hay gan diung ? :
Ban kinh dudng Xich Pao clia Trai Pat la \

6378 km. P
Khoang cach tur M4t Trang dén Trai Pat pa i
la 384 400 km. 7 '_._.-*"

Khoang cach tir M4t Tréi dén Trai Pat ' -
la 148 600 000 km. M -

Dé do cdc dai lwong nhur ban kinh dudng Xich Dao ctia Trai Dét, khoang céch
tir Trai Dat dén cdc vi sao,... ngurdi ta phai dung cic phwong phap va cac
dung cu do dac biét. Két qua cua phép do phu thuée vao phwong phap do
va dung cu duge str dung, vi thé thudng chi 1a nhitng sé gan ding.

Trong do dac, tinh todn ta thirémg chi nhdan duoc cdc s6 gdn diing.
IT - SAI SO TUYET POI
1. Sal sb tuyét déi clia mét s gan diang

Vidu 2. Ta hiy xem trong hai két qua tinh dién tich hinh tréon (r = 2 cm)
cia Nam (8§ = 3,1 .4 = 12,4) va Minh (8§ = 3,14 . 4 = 12,56), két qua nao
chinh xac hon.
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Ta thiy 3,1 < 3,14 <m,

dodé 3,1 .4<3,14 . 4<n .4

hay 124<1256<S8=mn.4.

Nhur vay, két qua cia Minh gin véi két qua ding hon, hay chinh x4c hon.
Tir bat dang thifc trén suy ra

S— 12,56/ < |S- 12,4

Ta néi két qua ctia Minh ¢6 sai s6 tuyét déi nhd hon ciia Nam.

Néu a la sé gin diing cia s6 ding @ thi A, = |a@ — a| diroc goi la

sai s6 tuyét déi ciia s6 gan diing a.

2, Db chinh xac ciia mét sé gan dang

Vi du 3. C6 thé xdc dinh duwoc sai s6 tuyét doi ctia cdc két qua tinh dién
tich hinh tron cia Nam va Minh dudi dang s6 thiap phan khéng ?

Vi ta khéng viét duoe gia tri diing ciua § = m.4 dudi dang moét s6 thap phéin
hiru han nén khéng thé tinh dwge cdc sai s6 tuyét déi dé. Tuy nhién, ta cé
thé wée lwong chiing, that vay

3,1<3,14<m<3,15.
Do dé 12,4 < 12,56 < S < 12,6.
§—12,56| < [12,6 — 12,56| = 0,04
S—124|<[12,6- 12,4/=0,2.

Tir d6 suy ra

Ta néi két qua ctia Minh cé sai s6 tuyét d6i khéng vuot qua 0,04, két qua
cia Nam cé sai s6 tuyét déi khéng vugt qua 0,2. Ta cing néi két qua cua
Minh ¢6 d6 chinh xdc 1a 0,04, két qua cua Nam c6 do6 chinh xdc 1a 0,2.

NéuA,=|a —a|<dthi-d<a@ —a<dhaya-d=< a@ <a+d.

Ta néi ala s6 gan diing cia @ voi do chinh xdc d, va quy
woce viét gonla @ = a=+d.

2
ﬁﬁnh dudng chéo clia mét hinh vudng cé canh bang 3 cm va xac dinh dé chinh xac
clia két qua tim dugc. Cho biét +2 = 1,4142135 .. .
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CHU Y
Sai sé tuyét d6i cla s& gan dung nhan dugc trong mét phép do dac doi
khi khéng phan anh day da tinh chinh xac clia phép do dé.

Ta xét vi du sau. Cac nha thién van tinh dudc thsi gian dé Trai Pat
quay mot vong xung quanh Méat Trdi [a 365 ngay ii— ngay. Nam tinh

thai gian ban dé di tir nha dén trudng la 30 phat + 1 phat.
Trong hai phép do trén, phép do nao chinh xac hon ?

o Y
§ ! M\Ea, 19
h 29 ngdy

Phép do clia cac nha thién van cé sai s6 tuyét déi khong vuct qua % ngay,
nghia 1a 6 gio hay 360 phut. Phép do clia Nam cé sai sé tuyét déi khéng vuoct
qua 1 phut.

Thoat nhin, ta thay phép do clla Nam chinh xac hon clia cac nha thién van
(so sanh 1 phuat vdi 360 phut). Tuy nhién, i ngay hay 360 phut la d6 chinh

xac clia phép do mét chuyén dong trong 365 ngay, con 1 phat la d6 chinh
xac clia phép do mét chuyén déng trong 30 phut. So sanh hai ti s6

1
A -1 0.0006849..
365 1460

L: 0,033 ...

30

ta phai néi phép do clia cac nha thién van chinh xac hon nhiéu.

on

Vi thé ngoai sai s6 tuyét d6i A, clia s6 gan dung «, ngudi ta con xét ti sé

A

S |
a
e

8, dugc goi la sai s6 fuong déi cla s6 gan dung a.
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III - QUY TRON SO GAN DUNG

1.

A

22

On tap quy tac lam tron sd
Trong sich gido khoa To4n 7 tip mot ta da bi€t quy tac 1am tron s6& dén
mot hang nao doé (goi la hang quy tron) nhu sau
Néu chit s6 sau hang quy tron nho hon 5 thi ta thay né va cac
chit s6" bén phdi né boi chit s6°0.
Néu chit s6 sau hang quy tron lén hon hodc bang 5 thi ta ciing
lam nhw trén, nhung coéng thém mot don vi vao chit s6 ciia
hang quy tron.

Chang han
S6 quy tron d€n hang nghin cia x =2 841 675lax~ 2 842 000, ctia y= 432415
la y~ 432 000.

S6 quy tron dén hang phin tramcia x = 12,4253 lax~ 12,43 ; cua y = 4,1521
lay=~4,15.

Cach viét s& quy trén cla sé gan ding cén cir vao dd chinh xéac
cho truéc

Vidu 4. Cho s6 gan diung a = 2 841 275 v&i dé chinh xdc d = 300. Hay viét
sO quy tron cua sé a.

Giai. Vi d6 chinh xdc dén hang tram (d = 300) nén ta quy tron a dén hang
nghin theo quy tac 1am tron & trén.

Vay s6 quy tron cua a la 2 841 000.
Vidu 5. Hay viét s6 quy tron ciia s6 gan ding a = 3,1463 biét

a =3,1463 £ 0,001.

Giai. Vi d6 chinh xdc dén hang phdn nghin (46 chinh xdc 1a 0,001) nén ta
quy tron s6 3,1463 dén hang phdn trdm theo quy tac 1am tron & trén.

Viéy s6 quy tron cua a la 3,15.

3

Hay viét s6 quy tron clia s6 gan dung trong nhing trudéng hop sau

a) 374529 + 200 ;

b) 4,1356 + 0,001.
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o

whn

Bai tap
Biét 45 = 1,709975947 ...

Viét gan ding J5 theo nguyén tac lam tron véi hai, ba, bén chir s6 thap
phin va wdc luong sai s6 tuyét doi.

Chiéu dai mot cdicaulal/= 174525 m+ 0,01 m.

Hay viét s6 quy tron cua s6 gan diung 1745,25.

a) Cho gia tri gan ding cta m la a = 3,141592653589 véi d6 chinh xac 1a
gl Hay viét s6 quy tron cia a ;

b) Cho b = 3,14 va ¢ = 3,1416 la nhirng gid tri gin ding cua 7. Hay wdc
lrong sai s6 tuyét déi cua b va c.

Thuce hién cdc phép tinh sau trén may tinh bo tidi (trong két qua 1dy 4 chi
s& & phan thap phén).

a) f-ﬂ;
b) 15 .124.

Huéng dan cdach giai cdau a). Néu dung may tinh CASIO fx-500 MS ta lam
nhu sau

An |3lIAl7Ux V] 14 |=

An lien ti€p phim [MODE| cho dén khi man hinh hién ra

Fix Sci Norm

1 2 5

An lién ti€p [1| |4 ] dé 14y 4 chir s6 & phan thap phan. K&t qua hién ra trén

man hinh 1a 8183.0047.

Thure hién cdc phép tinh sau trén may tinh bo tui
a) W 113° véi két qua c6 6 chir s6 thap phén ;
b) (342 +3f37): 147 véi ket qua c¢6 7 chir s6 thap phén ;
c) [(1,23)5 + mr voi két qua c6 5 chir s6 thap phén.
23
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ta
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Huéng ddn cdch giai cdu a). Néu ding may tinh CASIO fx-500 MS ta 1am
nhu sau

An | 3 | |SHIFT| | 217 = 13 | A~ 51| =

An lién tiép phim [MODE| cho dén khi man hinh hién ra

Fix Sei Norm
| 2 3

An lién ti€p [1| | 6| dé 14y 6 chir s6 thip phan.

K&t qua hién ra trén man hinh 1a 0.000016.

ON TAP CHUONG 1

Xdc dinh tinh diing sai ciia ménh dé phu dinh A theo tinh ding sai ctua
ménh dé A.

Thé nao 12 ménh dé dao ciia ménh dé A = B ? Néu A = B la ménh dé
diing, thi ménh dé ddo clia né cé diing khéng ? Cho vi du minh hoa.

Thé nao 14 hai ménh dé twong duwong ?

Néu dinh nghia tiap hop con ctia mét tip hop va dinh nghia hai tap hop
bang nhau.

Néu cdc dinh nghia hop, giao, hiéu va phan bu ctia hai tip hop. Minh hoa
cdc khai niém dé bang hinh vé.

Néu dinh nghia doan [« ; b], khoang (a ; b), ntra khoang [a ; b), (a ; b],
(-0 ; b], [a ; +). Vi€t tap hop R cdc s6 thue dudi dang mot khoang.
Thé nao 1a sai s6 tuyét d6i cia moét s6 gan ding ? Thé nao la dé chinh xdc
ctia mot s6 gan dung ?
Cho tir gidc ABCD. Xét tinh diing sai cia ménh dé P = Q véi
a) P : "ABCD la moét hinh vuéng",
Q : "ABCD la mo6t hinh binh hanh" ;
b) P : "ABCD la mét hinh thoi",
Q : "ABCD la mé6t hinh chir nhat",



10.

11.

13.

14.

13,

Xét mo6i quan hé bao ham giira cdc tip hop sau

A la tap hop céc hinh tr giac ; D la tap hop cac hinh chir nhat ;
B 1a tap hop cac hinh binh hanbh ; E 1a tap hop cac hinh vuéng ;
(' 1a tap hop cac hinh thang ; (; 1a tip hop céac hinh thoi.

Liét ké cdc phan tir cia méi tip hop sau
a) A= {3k—2 | k=0,1, 2, 3,4,5};
b)B={xe N |x<12};

) C={(-1)"|ne N},

Gia sir A, B la hai tap hop s6 va x la mot s6 da cho. Tim cdc cap ménh dé
trong dwong trong cdc ménh dé sau

P:"xeAwuB"; S:"xeA vaxeB";
Q:"xe A\B" ; T:"x € Ahodcx € B";
R:"xye AnB"; X:"xe A vaxegB".

. Xac dinh cac tap hop sau

a) (-3;7)n(0;10);

b) (=20 ;3) N (2 ; +0) ;

c) R\ (- ;3).

Diing mAy tinh bo tii hoac bang s6 dé tim gid tri gin ding @ cna J12 (ké&t

qua dwoe 1am tron dén chit s6 thap phan thit ba). Ude luwong sai s6 tuyét déi
clia a.

Chiéu cao cua moét ngon déi la 7= 347,13 m + 0,2 m.
Hiy viét s6 quy tron cua s6 gin dang 347,13.

Nhirng quan hé nao trong cac quan hé sau la ding ?
a)ACAUB;

b)AcCcAnNnB;

c) AnNnBCAUB;

d)AuBcCB;

e)ANBCA.
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Bai tép tréic nghiém

Chon phuong dan diing trong cac bai tdp sau

16.

17.

26

Cho cdc s6 thuc a, b, c,dvaa<b<c<d. Tacd

(A)(a;c)n(b;d)=(b;c); B)(a;e)n(b;d)=1[b;¢);
O la;e)nb;d)=1b;c]; D) (a:c)w(b;d)=(b;d).
Biét P = Q 12 ménh dé diing. Ta cé

(A) P 1a diéu kién can dé c6 Q ; (B) P 1a diéu kién du dé c6 Q ;

(C) Q 14 diéu kién cAn va dia dé c6 P ; (D) Q la diéu kién du dé cé P.

~

BAI POC THEM

HE NH| PHAN

Cach ghi s6 thudng dung hién nay (hé ghi sé thap phan) do ngudi Hin-du An bo
phat minh vao dau thé ki I1X. D& ghi tat ca cac sé tu nhién, ngudi Hin-du dlung
10 ki hiéu (sau nay ta goi la 10 chir s8) nhu sau

o1 L 3 ¥Y ¢& 61T «

cac s6 dudc ghi thanh hang, ké tir phai sang trai, hang sau c¢6 gia tri bang 10 lan
hang truéc no.

Cach ghi s6 clia ngudi Hin-du dugc truyén qua A Rap réi sang chau Au va nhanh
chéng duoc thira nhan trén toan thé gidi vi tinh uu viét cia né so véi cac cach ghi
s6 trudc d6. Cach ghi sé ¢6 duy nhat con dude ding ngay nay 1a hé ghi s6 La M3,
nhung cling chi mang y nghia trang tri, tugng trung.
Trai qua nhiéu thé ki, 10 chir s clia ngudi Hin-du dudc bién ddi nhiéu lan & cac qudc
gia khac nhau, réi di téi théng nhat trén toan thé gidi |a cac chir sé

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ngugi Hin-du ghi sé theo nguyén tac nao ?
Ta hay xét mot sé cu thé, chdng han sé 2745. Ta néi s6 nay gém hai nghin, bay
tram, bén muci va ndm don vi, hay cé thé viét

2745 =2.10° + 7.10% + 4.10 + 5.



Téng quat, ca s& cho cach ghi sé clia ngudi Hin-du la dinh Ii sau

"Moi s6 tur nhién a = 0 déu viét dude mot cach duy nhat dudi dang

a 2{3”.10” +a |10”_l et i B

=

frongdo 0<a;<9,i=0,...nvaa,=0"

Khi a c6 biéu dién nhu vay, ta viét

a=daa, ,..ddg.

va noéi dé la cach ghi sé a trong hé thap phéan.
Tuy nhién, dinh Ii trén van dang khi ta thay 10 b&i sé nguyén ¢ > 1 tuy y. Moi sé tu
nhién « # 0 déu viét dugc mdt cach duy nhat duédi dang

1 n—1
a=d,8 +da,—18 + it dig Tidg

trong d6 0<a; <g-1,a,%0.

Khi « cé biéu dién nhu vay, ta viét

d=d,d, \..ddy,

va néi d6 la cach ghi sé a trong hé g - phén ; ay, ay,..., @, goi la cac chir sé clia s6
a.Vi 0 <a;<g-1,nén dé biéu dién s& tu nhién trong hé ¢ - phan ta cén dung g
chit sé.

Pé biéu dién sé tu nhién a trong hé ¢ - phan, ta thuc hién phép chia lién tiép « va
cac thuong nhan dugc cho g.

Vi du. Biéu dién 10 trong hé nhj phan (g = 2).

Tacé 10 | 2

Viét day cac sé du theo thir tu tir dudi 1én ta dude su biéu dién clia 10 trong hé
nhi phan

10 = lUlUZ.
Trong hé nhi phan chi cé hai chitr sé 1a 0 va 1 va méi sé tu nhién dudc biéu dién bdi
mot day ki hiéu 0 va 1. Mot day ki hiéu 0 va 1 c6 thé bidu thi bdi mét day béng den
v quy udc béng dén sang biéu thj chir s6 1, béng den tat biéu thi chir sé 0.
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Diéu d6 giéi thich vi sao hé nhi phan dugc st dung trong Céng nghé théng tin.
Bang dudi day cho su biéu dién cac sé tir 0 dén 15.

S6 trong hé thap phan Biéu dién nhi phan Biéu dién vat Ii
0 0 0000
1 1 OO0 *
2 10 OO %O
3 11 ONOR I
4 100 O#% OO
5 101 O % O *
6 110 O * * O
7 111 O #* * *
8 1000 * O0O0
9 1001 #* OO *
10 1010 * O % O
11 1011 * O * *
12 1100 * »* OO0
13 1101 * % O *
14 1110 * * % O
15 1111 »* W W %

Viéc thuc hién cac phép tinh trong hé nhi phan cung tuong tu nhu trong hé thap
phan nhung dé dang hon nhiéu vi bang céng va bang nhan (céng va nhan cac
chir s8) trong hé nhi phan rat don gian

+ 0 1 X 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 10 1 0 1

Pé coéng hai s6 bat ki trong hé nhj phan, ta d4t phép tinh nhu trong hé thap phan
vachayriang 1+ 1=10(viét 0 nhé 1).



Vidu.

10110
1011
100001
Con d6i v8i phép nhan ta chi can thuc hién cac phép dich chuyén va phép cong.
Vidu.
1 0 1 1 0
X
1 O
1 0 1 1 0
0 O 0 O
1 & 91 4 .8
11 0 1 1 1 0

Nhu vay, cac phép tinh trong hé nhi phan dudc tién hanh theo nhiimg quy tac don
gian, do dé dé "day" cho may thuc hién. Dé ciing la Ii do dé sl dung hé nhj phan

trong Céng nghé théng tin.

BAN CO BIET

HE GHI SO Al CAP

N6i dén Ai Cap ta nghi ngay dén cac Kim tu thap day huyén bi.
Chung chimng to rang tir thai xa xua & noi day da cé6 mot nén van

minh ruc rad.

T khodng 3400 nam truéc Céng nguyén, ngudi Ai Cap da cbé mét
hé théng ghi sé gém 7 ki hiéu, cé gia tri tuong Ung nhu sau

I N 8% & & ¥

1 10

100

1000

10000 100000 1000000
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Kim tu thdap Ké-ép

TU 7 ki hiéu trén cac sé dudc ghi theo nguyén tic céng tinh, nghia
|a gia tri clla mot s6 bing téng gia tri cac ki hiéu cé6 mit trong sé
d6. Vi du

i r=dracall|E

=1 000 000+ 100 000 + 10 000 + 10 000 + 10+ 1+ 1
=1120 012.



H HAM sO BAC NHAT
VA BAC HAI

Trong chuong trinh mén Toan Trung hoc co s, hoc sinh

da nam duoc cac khai niém ham s6, ham sé bac nhét, ham
s6 bac hai, ham s6 dong bién, ham s6 nghijch bién.
Chuong nay on tap va bé sung cac khai niém co ban vé
ham s0, tap xac dinh, dé thi ctia ham so, khai niém ham so
chan, ham s ¢, xét chiéu bién thién va vé dé thj cac ham
s6 da hoc.

HAM sd BAC NHAT VA BAC HAI




HAM SO

I- ON TAP VE HAM SO

1.

A

Ham s8. Tap xac dinh cia ham sé

Gia str ¢6 hai dai luong bi€n thién x va y, trong dé x nhan gia tri thudc tap

sé D.

Vidu l

Néu véi méi gid tri cia x thuéc tdp D c6 mét va chi mot gia
tri twong itng ciia y thudc tap sé thue R thi ta ¢c6 mét ham so.

Ta goi x la biénsé va yla ham sé cua x.

Tdp hop D diroc goi la tap xdc dinh ciia ham sé.

Bang dudi day trich tir trang web ctia Hiép hoi lién doanh Viét Nam — Thai Lan
ngay 26 — 10 — 2005 vé thu nhap binh quin diu ngudi (TNBQDN) ciia
nudc ta tir nam 1995 dé€n nam 2004,

Nam 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 [2000] 2001 | 2002 2004
TNBQDN o | | wen | s | aon | <c,
(tinh theo USD) 200 | 282 | 295 | 311 | 339 | 363 | 375 | 394 | 564

Bang nay thé hién su phu thuéc giita thu nhap binh quin diu ngudi (ki hiéu
12 y) va thoi gian x (tinh bang nam).
Véi moi gid tri x € D = {1995, 1996, 1997, 1998, 1999, 2000, 2001, 2002,

2004} ¢6 mot gid tri duy nhdt .

Vay ta ¢c6 mot ham s6. Téap hop D la tap xac dinh cua ham s6 nay.

Céc gid tri y = 200 ; 282 ; 295 ; ... dugc goi 14 céc gid tri cua ham so,
tuong ng, tai x = 1995 ; 1996 ; 1997 ; ...

1

Hay néu mot vi du thuc té€ vé ham sé.

2. Cach cho ham sd

32

Mot ham s6 ¢ thé duge cho bing cdc cdch sau.

Ham so6 cho

bang bang

Ham s6 trong vi du trén 12 mét ham s6 duge cho bang bang.




%
Hay chi ra cac gia tri cha ham sé trén tai x = 2001 ; 2004 ; 1999,

Ham s6 cho bang biéu do
Vi du 2. Biéu d6 duéi (h.13) (trich tit bAo Khoa hoc va Doi séng s6 47
ngay 8- 11-2002) mo ta s6 cong trinh khoa hoc ki thuat dang ki du giai
thudng Sdng tao Khoa hoc Cong nghé Viét Nam va s6 cong trinh doat giai
hang nam tir 1995 dén 2001.
Bi€u d6 nay xdc dinh hai him s trén cling tap x4c dinh

D = {1995, 1996, 1997, 1998, 1999, 2000, 2001 }.

ﬁ 3
Hay chi ra cac gia tri cha méi ham sé trén tai cac gia tri x € D.

141

Bl Tong socong trinh tham du gial thuéng

[ Téng sé cong trinh doat glal thuéng

78
36
43
28
17 23

NAM NAM NAM NAM NAM NAM NAM
1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

108

Hinh 13

Ham so6 cho bang cong thiic

4
ﬂHéy ké cac ham sé da hoc & Trung hoc cd s4.

; a . e ,
Cichamséy=ax+ b, y=—,y= ax’ 13 nhitng ham s6 dwrge cho bdi coéng thire.
2 3
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A

A

Khi cho ham s6 bang cong thitc ma khoéng chi rd tap xdce dinh cta né thi ta
cd quy udc sau

Tdp xdac dinh cua ham sé' y = f(x) la tdp hop tdt cd cdc sé
thue x sao cho biéu thite f(x) cé nghia.

Vidu 3. Tim tap xdc dinh clia ham s6 f(x) = ¥x - 3.

Gidi. Biéu thicc /x — 3 ¢6 nghia khi x — 3 = 0, tire 1a khi x = 3. Vay tap
xdc dinh ctia ham s6 da cho 1a D = [3 ; +x).

Tim tap xac dinh clia cac ham sé sau

+
b) i(x)=ax+1+4l-x.

CHU Y
M6t ham s6 c¢6 thé duge cho bdi hai, ba,... cong thite. Chang

han, cho ham s6&

2x+1véix=>0

2 véix<0

S
I

nghia 14 v6i x = 0 ham s6 duge x4c dinh bdi biéu thie fix) = 2x + 1,

véix < 0 him s6 durge x4c dinh boi biéu thire g(x) = —5,

Tinh gia tri cla ham sé & cha y trén tai v = -2 vax = 5.

3. Do thj cua ham sé

34

Dé thi ciia ham s6'y = f(x) xdc dinh trén tap D la tdap hop tdt ca
cdc diém M(x ; f(x)) trén mdt phdng toa dé véi moi x thude D.

Vidu 4. Trong Sich gido khoa Todn 9, ta di bi€t d6 thi cia ham s6 bac nhat
y = ax + b 1a mot dudng thang, d6 thi clia ham s6 bac hai y = ax’ 1 mot
duong parabol.



VI
/
\ 1
> \| |3 /
1 2
2| -1 X 1
ol 1] 2 v \\;@9/ i
-1 =2|-1{ o] 1] 2 X
D6 thi ham s6 flx) = x + 1 D6 thi ham s6 g(x) = %.'{2

Hinh 14

ﬁ I
Dua vao d6 thi cia hai ham sé da cho trong hinh 14
y=fix)=x+1vay=gx)= é.&'z hay

a) Tinh ﬁ_z)aﬂ_l :'-pﬂojaﬂz)a ‘E(_l)a :&'(—2:% R(D) 3
b) Tim x, sao cho fix)=2 ;
Tim x, sao cho g(x)= 2.

Ta thudng gap trudng hop dé thi clia ham s6 y = f(x) 1a mot dudng (dudng thang,
duong cong, ...). Khi d6, ta néi y = f(x) la phuwong trinh cia dudng do.
Chang han

y = ax + b 12 phwong trinh clia mot dudng thang.

y= ax’ (a # 0) 1a phuong trinh cia mét dudng parabol.

II - SUBIEN THIEN CUA HAM SO
1. Ontap
Xét dé thi ham sé y = f(x) = i (h.15a). Ta thdy trén khoang (-0 ; 0) do thi
"di xuéng" tir trdi sang phai (h.15b) va véi
X1, Xy € (=03 0), x; <xy thiflx)) > f(x,).
Nhu vay, khi gia tri cua bi€n s6 tdng thi gia tri cia ham s6 giam.
Ta n6éi ham s6 y = 2 nghich bién trén khodng (- ; 0),
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a) b) c)
Hinh 15

Trén khoang (0 ; +o0) d6 thi "di 1én" tir trdi sang phai (h.15¢) va véi
X1, X2 € (0;490); x; < xy thi flxg) < flxy).
Nhu vay, khi gia tri cia bi€n s6 fdng thi gia tri cia ham s6 clng tdng.
Ta néi ham s6 y = e dong bién trén khoang (0 ; +).
CHU Y
Khi x > 0 va nhan cdc gid tri [6n tuy y thi ta néi x dan téi +oo,
Khi x < 0 va || nhan céc gid tri 1én tuy y thi ta néi x dan téi —oo.
Ta thdy khi x dan t&i +o hay —o thi x% dén téi +oo.
Téng quat
Ham s6'y = fix) goi la dong bién (ting) trén khodng (a ; b) néu
Vxi, %0 € (a; b)) : xy <x9=f(x1) <f{x9).
Ham s6'y = f(x) goi la nghich bién (giam) trén khodng (a ; b) néu

Vxy,xy € (@ b) 1 x1 <x9 = flx)) > flxy).

2, Bang bién thién

Xét chiéu bién thién cua moét ham sé 1a tim cic khoang déng bién va cic
khoang nghich bi€n ctia né. Két qua xét chiéu bién thién duwge téng két
trong mot bang goi 1a bang bién thién.
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Vidu 5. Duéi day 1a bang bi€n thién cua ham s6 y= 1",

X —0 0 +0

+00 +0

y \\0/

. , /- g . . - p N .
Ham s6 y = x~ xdc dinh trén khoang (hoac trong khoang) (-0 ; +) va khi
x dén t6i +o hoac dan téi —oo thi y déu dan tGi +o.

Taix =0 thi y=0.
Dé dién tda ham sé nghich bién trén khodng (- ; 0) ta vé miii
tén di xuong (tir +o dén 0).
Dé dién td ham sé déng bién trén khodng (0 ; +0) ta vé miii
tén di lén (tir O dén +o).
Nhin vao bang bién thién, ta so bé hinh dung diwgc dé thi ham
56 (di lén trong khoang nao, di xuéng trong khodang nao).

III - TINH CHAN LE CUA HAM SO

i

1. Ham sé chan, ham sé |é
2

Xét d6 thi cua hai hdim s6 y = f(x) = x“ va y = g(x) = x (h.16).
vé Vi

U
i i
| |
H I
AR A
L P
L L L '

s gl 1 & %

Do thi ham s6'y =x D6 thi ham s6' y =x
Hinh 16

w 2 # A% - w * - s . #u 2
Pudng parabol y = x™ ¢d truc dor xirng la Oy, Tai hai gia tri dé61 nhau cua
bi€n s6 x, ham s6 nhan cling mot gia tri

A-1)y=R1)="1,(-2) =fi2) = 4.

G6e toa do O 12 tam doi xitng cha dudong thang y = x. Tai hai gid tri d6i
nhau cua bién s6 x, ham s6 nhan hai gia tri d6i nhau

g(-1)=—g(1), g(-2) = —g(2), ...
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Ham s6 y = X 1a mot vi du vé ham sé chdn.
Ham s6 y = x 12 mot vi du vé ham sé'le.
Téng quéat
Ham 56’y = f(x) vdi tdp xdc dinh D goi la ham sé chdn néu
Vx € D thi—-x € Dva f(—x) = f(x).
Ham 6’y = fix) vdi tdp xdc dinh D goi la ham sé le néu
Vx € D thi—x € D va f(—x) = —fix).

%B
Xét tinh chan lé clia cac ham sé

a)}.‘: 3;‘_2_ 2 : b) -\':!:l-; C) }::JI_

A
CHU ¥
M6t ham s6 khéng nhét thiét phai 14 ham s6 chan hoac ham sé
1&. Chang han, ham s6 y = 2x + 1 khong 13 ham s6 chin, ciing
khéng 1a ham s6 1é vi gia tri cia nd taix = |1 va x = —1 tuwong

tmg 1a 3 va —1. Hai gi4 tri nAy khong bang nhau va cling
khong déi nhau.

2. D6 thi chia ham sé chan, ham sé 1é

~ # ~ - 4 2 ~ # 2 ~ -~ #
Nhan xét vé do thi cua ham s6 y = x" va y = x trong muc | ciing dung cho
trueong hop téng quat. Ta c6 két luan sau
Do thi ciia mét ham sé chan nhdn truc tung lam truc doi xirng.

Do thi cia moét ham sé'le nhan géc toa dé lam tam dér xing.

Bai tap
1. Tim tip xdc dinh cua cdc ham s6

a)y—u; b)y: gl : c)y:\p‘2,r+l - 43-x.

C 2x+1 x2 +2x-3

2. Cho ham s6

-2 w6l x<2
Tinh gia tri cia hAm s6 détaix =3 ;x=-1;x = 2.
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e

w at 2 # a ’ A ~ . » n g ” ~
Cho ham s6 y= 3x" — 2v+ 1. Cic diém sau c6 thude do thi cua ham s6 dé khéng ?

a) M(—1,6) ;
b) N(1 ;1) ;
e). PO 1).

Xét tinh chan lé cua cac ham so

a)y=|x
b)y=(x+2)°;

B
L]

c)y= ..1"3 + X

dy= o el

HAM SO y = ax + b

I- ON TAP VE HAM SO BAC NHAT

y=ax+ b (a#0).
Tap xdac dinh D =R .
Chiéu bién thién

Véi a> 0 ham sé dong bién trénR .

Véi a< 0 ham sé nghich bién trénR .

Bang bién thién
a>0

o8 —a0 +00 X

+0
y / y
o0




Do thi

D6 thi ctia ham s6 1a mét dudng thang khong song song va ciing khong
tring véi cdc truc toa d6. Pudng thang nay luén song song véi dudng

thang y = ax (néu b # 0) va di qua hai di€ém A(O ; b) ; B[—E : O] (h.17).
a

y f

a >0 a<0
Hinh 17

1

Ty, F] W F) # . o 1 —
Vé do thi cua cac hamsd : y=3x+2; v =—§_r+3.

II - HAM SO HANG y = b

2
ﬁCho ham sé hang v=2.

Xac dinh gia tri clla ham sétaix=-2;-1;0;1; 2.
Biéu dién cac diém
(-2:2),(-1;2),(0;2),(1:2),(2;2)trén mat phéng toa do.

Néu nhan xét vé dé thi cla ham sé y = 2. rq
b y=b

Do thi cua ham sé y = b la mot
duong thang song song hodc tring = »

»w 5 5, & . X
voi truc hoanh va cat truc tung tai
diém (0 ; b). Puong thang nay goi
la dwong thang y= b (h.18).

Hinh 18

I - HAM SO y = ||

Ham s6 y = x| 6 lien quan chat ché véi ham bac nhét,
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1. Tap xac dinh
Ham s6 y = |x| x4c dinh v6i moi gi4 tri cla x, tie 12 tap x4c dinh D= R,
2. Chiéu bién thién

Theo dinh nghia cua gia tri tuyét déi, ta cd

X néu x
y = || = { y
et neu X <

A4
o O

Tir d6 suy ra
Ham 56’y = |x| nghich bién trén khodng (- ; 0) va déng bién
trén khoang (0 ; +),

Bdang bién thién.

Khi x > 0 va din t&i +oo thi y = x din t&i +o0, khi x < 0 va dan t6i — thi
y = —x cling dan t&i +. Ta c¢6 bang bién thién sau

x —0 0 +o0

y +c0\ O/—I—o::

3, D8 thi (1.19)

Trong nira khoang [0 ; +0) d6 thi cia ham
s6 y = || triing véi dé thi cia hAm s6 y = x.

Trong khoang (- ; 0) d6 thi ctia ham s6 y = |x|
trung véi d6 thi cia ham s6 y = —x.

CHU Y Hinh 19

Ham s6 y = |x| 12 moét him s6 chdn, dé thi cia né nhan Oy lam
truc déi xirng.

o | ~
Bai tap
1. V& do thi cta cdc ham s6

a) y=2v—3; b) y= 2.
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c)_vz—%_rJr?; d) y=|,r|—1.

)

Xdac dinh a, b dé dé thi cia ham s6 y = ax + b di qua cac diém
s aif B
a) A(O ; 3) va B[g; 0} ;

b)A(l;2)vaB(2;1);
c) A(15;-3) va B(21 ; -3).
3. Viét phwong trinh y = ax + b clia cdc duwong thang
a) D1 qua hai difm A4 ;3)vaB(2;-1);
b) Di qua diém A(l ; —1) va song song véi Ox.
4. VE d6 thi cna ciac ham s6
2x v6i x 20 -
by y:{ x+1 véix =1

a) y = 1

—E.r vl x< 0 —-2x+4 voix < 1.

HAM SO BAC HAI

Ham s6 béc hai dwrge cho bdi cong thire
7
y=ax + bx+c(az0).
Tap xac dinh ctia ham sé nayla D= R,

Ham s6 y= ax’ (a #0) da hoc & 16p 9 1a mét trudng hop riéng ctia ham s6 nay.

I- PO THI CUA HAM SO BAC HAI

ﬁ 1
Nhéc lai cac két qua da biét vé dé thi clia ham sé v = ax’.
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Nhan xét

1) Diém O(0 ; 0) 1a dinh cta parabol y = ax® . D6 1 diém thap nhat ctia d6
thi trong trudng hop a > 0 (y = 0 véi moi x), va 1a diém cao nhat clia dé thi
trong trrdng hop a < 0 (y < 0 véi moi x) (h.20).

ve v

D

-

O X o

a >0 a <0
Hinh 20

2) Thure hién phép bién déi da biet &16p 9, ta cd thé viet

bV -A
y= ax® + bx + ¢ = u[.r + j + ,VOI A = b - 4ac.
2a da

Tir d6 ta ¢6 nhin xét sau

) b = « 7 h s . 5 7
Néux=—-——thiy= —& Viy diem I[—— : —&] thudc do thi cua ham s6
2a " 4a 2a 4da

y= ax® + bx + ¢ (a#0).

Néu a > 0 thi y > — véi moi x, do d6 I 1a diém thap nhat ctia d6 thi.

Néu a < 0 thi y £ — véi moi x, do dé I 1a diém cao nhat ctia dé thi.

7 I ZE .u . » . > - /
Nhr vay, diém I[— 2—1 : 4—&] d6i véi dé thi cua ham s6 y = ax’ + bx + ¢ (a# 0)
a 4a

déng vai tro nhu dinh O(0 ; 0) cia parabol y = ax’.

D3 thi

Duéi day (xem bai doc thém) ta sé thidy dé thi cia ham sé y = ax® + bx + ¢

chinh la duong parabol y = ax’ sau mot s& phép "dich chuyén” trén mat phang
toa do.
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Do thi cia ham s6 y = ax® + by +c¢ (a#0)la mot diwong

F ] . . 7 ") _A * “a - .

parabol co dinh la diém I[—— ;. —— |, O truc dor xung la
2a 4a

‘ : b ; T

dwong thang x = —=— . Parabol nay quay bé lé6m lén trén néu

2a
a> 0, xuong duoi néu a< 0 (h.21).

vk
A ) ;
[ I
I 1
! 1] A
: /]:\ da
I 1
I 1
1 i i
I : 1 b O 51
I " M=,
1 * 1 2d
ON b g :
1 ik
__a_l___Zu: E,' i
41’1' |I fi 1
i
a>0 a <0
Hinh 21

3. Cachveé

Dé vé& dudng parabol y = ax? + bx + ¢ (a # 0), ta thue hién cdc bude

1) Xdc dinh toa do cua dinh I[*i : i}
2a 4a

b

2)Vé truc dér xitngx = ——.
2a

3) Xdc dinh toa dé cdc giao diém ciia parabol véi truc tung (diém (0 ; ¢))
va truc hoanh (néu co).

Xic dinh thém mot s6 diém thude dé thi, chang han diém d6i xing véi
di€ém (0 ; ¢) qua truc d6i xitng cta parabol, d€ v& d6 thi chinh x4c hon.
4)Veé parabol.

Khi vé& parabol cin chi y dén ddu cia hé s6 a (a > 0 bé 16m quay lén trén,
a < 0 bé 16m quay xuéng dudi).



Vidu. VE parabol y = Yot Py,

Ta cd

Dillhf(l;j];
A 3

Truc d6i xing 1a dudng thang x = — ;

Giao diém véi Oy 1a A(0 5 -1) ;

W | ho
I
—
. &

- 't - s . 27 ~ bt 1 ~ r
Piém déi ximg voi diem A(O ; —1) qua duong thang x = s la A [

Vi
X

Giao diém véi Ox 1a B(1 ; 0) va (‘[—%;0) ;

1]
W —

V=3l

Dé thi nhu hinh 22.

1

1

1

|

|

1

|

; |

( !

2 =1 i
5 L

Ve parabol y= 2x +x + 3. -
L '

]

4

1

1

1

|

1

v

g

L=
i

———-——-mlm

Hinh 22

II - CHIEU BIEN THIEN CUA HAM SO BAC HAI

Drura viio d6 thi cia him s6 y = ax® + bx + ¢ (a % 0), ta c6 bang bi€n thién
cta noé trong hai trwong hop a > 0 va a < 0 nhu sau

a>0 a<0
b b i
X s —— +a0 x 5 —— o0
2d 2a
+0o0 +o0 —A
, 4(]"
.} -}_:
—A
da —o0 —0o0

Tir dé ta c6 dinh li duéi day
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DINH LI

ﬁffu a> 0thi ham s6 y = ax’ + bx + ¢ \

: : -b
Nghich bién trén khoang [—00 ;—] ;

2a

: ; , —b
Dong bién trén khoang [2— s+ 00] :
a

Néua < 0 thi ham sé y = ax® + hx + ¢

» il @ _b
Dong bién trén khoang [—co 12_} .
a

-b
\ Nghich bién trén khoang [2—;+ oo]_ /
a

BAI POC THEM

PUONG PARABOL

Trong §3, ta da kh&ng dinh réng d6 thi cla ham sé bac hai y = ax® + bx + ¢ (a #0)
la mot dudng parabol. Dusi day ta sé ching té diéu d6é va cho thdy duong
parabol nay dudc suy ra tir parabol y = ax” nhu thé nao.

1. D6 thi clia ham s y = ax” + v
Xét hai ham s6 f{x) = ax’ va g(x) = ax’ + vp.
Tai cing mot diém X e R ta co
Y =f(X) =aX?, g(X) = aX® +yp=Y + y,.
Do d6, néu diém M(X: Y) thudc dé thi clia ham s6 vy = ax” thi didm N(X: ¥ + vp) thudc
d6 thi cha ham sé y= P nE Yo-

Ta thdy néu dich chuyén (tinh tién) diém M(X ; Y) song song véi truc tung mot
doan bang |_vn| don vi (1én trén néu y, > 0, xudng dudi néu y, < 0) thi duge diém

N(X; Y + yg).



Vay
DG thi cia ham s6'y = ax” + yy nhan duoc tir d6 thi cia ham s6 y = ax’
nhd phép tinh tién song song vai truc tung lyyl don vi, 1én trén néu
vo > 0, xubng dudi néu yy < 0 (h.23),

VA A )
A - ket \ ya & !
1 A 1 ~
iy > i ) N ]
] I 1 !
: A . A ! \ " !
: =\\ HEI;E : ‘1. 1 7 j'
1 1 -
I Y4y f==m= i v oF L
! ‘,*\ 0 AN & \ i
[N P T L  F O
P s b7 [ T
i *T—"""l? ! = ‘t 1 i r :j
. 3 & P
e o b 1 f
| Y =M vioN Ypee-AM g
N4 AV Ly
1
1 ‘* L] I o
1 ro ) 1 e
3 T T ¢ v et
(8] X X \‘- i O i ;’: X
Y4y —--
‘i A | N
¢
“|.¥
X
¥ >0 y<0

Hinh 23
2. D6 thj clia ham s6 y = a(x +xy)°
Xét hai ham sé
Ax) = ax” va () = a(x + .1'0)2-
Véi Xtuy y, ta cé

FX0) = aX?, g(X— xg) = al(X—xg) + xg]° = aX 2.

Ngha I, gia tri clla ham sé fix) tai X bang gia tri clia ham s6 g(x) tai X - xg. Vay néu
didm M(X : Y) thudc d6 thi clia ham s6 v = ax” thi diém N(X - Xg 3 ¥) thude dé thj cla
ham sé y = a(x + _.1'[))2.
Ta thay, néu tinh tién diém M(X ; Y) song song Vv6i truc hoanh |.rn| don vi vé bén
trai néu v, > 0, vé bén phéi néu x; < 0 thi dugc diém N(X- x,; ).
Vay

DG thj cdia ham 6y = a(x + xg)° nhan duoc tir dé thj cda ham s6 y= ax’

nhd phép tinh tién song song vdi truc hoanh |.rn| don vi, vé bén trai
néu xy> 0, vé bén phai néu xy < 0 (h.24).

47



48

x>0 x,< 0
Hinh 24
3. D6 thi clia ham s8 y = ax” + bx + ¢
Thuc hién phép bién ddi da biét & 18p 9, ta c6 thé viét

2 2 2
I / I - z.
_\-'=u,\'2+.-'1x'+c'= u[_rJr—J] —-J—-+:'=u[_r+-)—j +—ﬂ— leﬂzhz—dfar.
2a 4a 2a da

# o~ > A o -" = o
Ap dung cac két qua trén véi X =—), Y et ta thay
2a 4a
Do thi cGia ham s6 vy = ax® + bx + ¢ duoc suy ra tur do thi cta ham sd
b

= ax’ trdc hét nhd phép tinh tién song song vdi truc hoanh 5
o

P TR oz g5 g
don vi, vé bén trai néu — >0, vé bén phai néu — < 0, sau do nho phep

2a 2a
tinh tién song song vdi truc tung ;— don vi, lén trén néu ;—& > 0,
aa o
o . |
xuodng dudi néu 7 <0 (h.25).
oy
' ”1t lf:_;'}:s’:
]
\ v Ey .§?
i W B e
4y hvoigy
By A 1Sy
LN vizs J&
N \:/ »
1/ °
-
4a !
F ==
a >0, g 0, £<U
2a da

Hinh 25



2

Nhur vay, do thj ctia ham sé bac hai y = axs+ bx+e ciing la mot duting parabol.

Trong ddi séng hang ngay chung ta thudng gap nhimg hinh anh clla dudng
parabol, nhu khi ta ngdm céac dai phun nuéc, hoic chiém ngudng canh ban phao
hoa muén mau, muén sic. Nhiéu céng trinh kién tric ciing dugc tao dang theo
hinh parabol, nhu cdy ciu, vom nha, c¢ng ra vao,... Piéu dé khéng chi bao dam
tinh bén viing ma con tao nén vé dep cla céng trinh.

Bai tép

2 . . # - . 2 A ~ A
X4c dinh toa d6 cta dinh va cdc giao di€ém véi truc tung, truc hoanh (néu
c6) ctia moi parabol

a) y=x° — 3x+2 b) y=—2x" +4x -3
c)yz.rz— 2% ; d) y=—,r2+4.

Lap bang bi€n thién va vé d6 thi cua cac ham s6
a)y=3.r2—4.r+l; b)y=—3x2+2r—l;
c)y=4x2—4x+1; d)yz—x2+4x—4;
e)y:21‘2+x+1; f)y:—x2+x—1.

Xac dinh parabol y = ax” + bx + 2, bi€t rang parabol dé
a) Di qua hai diém M(1 ; 5) vA N(- 2 ; 8) ;

> m )
b) Di qua diém A(3 ; — 4) va c6 truc d6i ximg 1a x = 5 :
c) Cé6dinh 1A I(2 ; -2) ;

d) Di qua diém B(-1 ; 6) va tung d6 cta dinh 12 —i.
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Xdc dinh a, b, ¢ biét parabol y = ax” + bx + ¢ di qua diém A(8 ; 0) va cé
dinh 12 1(6 ; —-12).

ON TAP CHUONG II

Phét bi€u quy wéc vé tap xdc dinh clia ham s6 cho bdi cong thife.
X1 1
7 V&= 75
(x + D(x= +2) X ki

Thé nao la ham s6 dong bi€n (nghich bi€n) trén khoang (a ; b) ?

Tir d6 hai ham sé y = c6 gi khac nhau ?

Thé nao 1a mét ham s6 chan ? Thé nao 1a mot ham so6 le ?

Chi ra khoang déng bién, khoang nghich bi€n ctia him s6 v = ax + b, trong
moi trudng hop a >0; a< 0.

Chi ra khoang déng bién, khoang nghich bién ctia ham s6 y = ax™ + bx + ¢,
trong moi trudng hop a > 0; a < 0.

Xdc dinh toa dé cua dinh, phwong trinh cta truc déi xitng cta parabol
i i :
y=ax” +bx+c.

X4c dinh toa do giao di€m clia parabol y = ax® + bx + ¢ véi truc tung. Tim
diéu kién dé parabol niy cat truc hoanh tai hai diém phéan biét va viét toa
do clia cdc giao diém trong trudng hop dé.

Tim tip xac dinh cta cdc ham s6

+Jx+3;
x+1

1
b)y=42-3x - —;
Al —2x

voi x =1

a) y =

|
c)y=4X+ 3

N2 - x véix < 1.

Xét chiéu bién thién va v& dé thi cia cdc ham s&

ﬂ)_}’:%.l‘—l; b)y=4-2x;




c)y:\/x_Q; d)y:|x+1|.

10. Lap bang bi€n thién va v& d6 thi cia cic ham s6

11.

13.

14.

13.

a) y= v - 2x -1 ;
b)y=-x%+3x+2.

X4c dinh a, b biét dudng thang y = ax + b di qua hai diém A(1 ; 3) ,B( -1 ; 3).

. Xéc dinh a, b, ¢ biét parabol y = ax® + bx + ¢

a) Di qua ba diém A0 ; =1), B(1 ; =1),C(-1: 1) ;
b) C6 dinh I(1 ; 4) va di qua diém D(3 ; 0).

Bai t&p tréic nghiém

Chon phuong an diing trong cdc bai tdp sau

Tap x4c dinh ctia hAm s6 y = ¥x =3 — /1 - 2x 1a

(A)D=[L;3}; (B)D={—w;l}U[3;+°ﬂ);
2 2
(D=0 ; (D)D=R.
Parabol y= 3x% = 2x + 1 cé dinh 1a
L .2 1 2
ALl == |3} Byl ——] ~= | |
wi-3:3) ®(5-3)
1 2 1 2
C) T| === D) | —— |«
& (3 3] & [3 3)

Ham s6 y = & BB

A i 3 5
(A) Dong bién trén khoang (—eo E] :
A " g 5
(B) Doéng bién trén khoang [5 4+ co] :

5
(C) Nghich bién trén khoang [5 : + 00] g
(D) Déng bién trén khoang (0 ; 3).
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I PHUONG TRINH.
HE PHUONG TRINAH

Chuong nay b6 sung cac kién thuc vé phuong trinh ;

on tap va hé thong hoa cach giai phuong trinh bac nhat,
bac hai mét &n ; phuong trinh va hé phuong trinh bac nhat
hai &n ; déng thoi cung cap cach giai hé phuong trinh bac
nhat ba an thong qua vi du.

PHUDONG TRINH. HE PHUONG TRINH




PAI CUONG VE PHUONG TRINH

I - KHAI NIEM PHUONG TRINH

A

1

Néu vi du vé phuong trinh mét an, phuong trinh hai an.

1. Phuong trinh mot an

Phuwong trinh an x la ménh dé chita bién c6 dang

Jix) = g(x) (1)
trong dé f(x) va g(x) la nhitng biéu thitc cia x. Ta goi f(x) la
vé trdi, g(x) la vé phdi cua phuong trinh (1).

Néu ¢6 so thuc xy sao cho f(xg) = g(xy) la ménh dé diing thi
Xo duoc goi la mot nghiém cua phuong trinh (1).

Giai phuong trinh (1) la tim tat ca cdc nghiém ciia né (nghia la
tim tap nghiém).

Néu phuong trinh khéong cé nghiém nao ca thi ta néi phiwong
trinh vé nghiém (hodc néi tap nghiém ciia né la réng).

CEU Y
C6 trudng hop, khi giai phuong trinh ta khéng viét duoc chinh
xdc nghiém ctia ching duéi dang sé thip phan ma chi viét gan

V3

ding. Chang han, __‘,:7 la nghiém cta phuong trinh
2x = sE . Gid tri 0,866 ~ - la mot nghiém gan ding cua

phuong trinh.
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A

2. Piéu kién chia mét phuong trinh
Cho phugng trinh i Nx—1.

X=

Khi x = 2 vé& trai clia phuong trinh da cho c¢é nghia khéng ? V& phai cé nghia khi nao ?

Khi giai phuwong trinh (1), ta cAn luu ¥ t6i diéu kién d6i véi 4n s6 x dé fix) va g(x)
cé nghia (titc 12 moi phép toan déu thue hién dwoc). Ta ciing néi dé 14 diéu kién
xdc dinh ciia phitong trinh (hay goi tat 13 diéu kién ciia phiiong trinh).

Khi cac phép todn & hai v& ciia mét phuong trinh déu thue hién duge véi
moi gid tri cta x thi ta c6 thé khéng ghi diéu kién ctia phwong trinh.

3
ﬁHéy tim diéu kién clia cac phuong trinh

a) 3—x? = JZ‘—_-. .
b) —:'J.\'+3.

# ]

3. Phuong trinh nhiéu an

Ngoai cdc phwong trinh mét an, ta con gap nhitng phwong trinh ¢6 nhiéu an
s8, chang han

3x +2y=x> - 2xy + 8, (2)

4% - xy+ 2z = 3% 4+ vz + yz. (3)

Phuwong trinh (2) 14 phwong trinh hai 4n (x va y), con (3) 1a phuong trinh ba
An (x, y va z).

Khi x= 2, y =1 thi hai v&€ clia phwong trinh (2) cé gi4 tri bing nhau, ta néi
cap s6 (x ; ¥) = (2 ; 1) 1a mét nghiém ctia phwong trinh (2).

Tuong tu, b6 basé (x; yv;z)=(-1;1;2)la mét nghiém cta phrong trinh (3).

4, Phuong trinh chira tham sé

Trong mét phwong trinh (mét hodc nhiéu 4n), ngoai cdc chit déng vai trd
An s6 con c6 thé cé cdc chir khic durge xem nhu nhitng hang s6 va duoc goi
1a tham sé.
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Giai va bién luan phwrong trinh chira tham s6 nghia 1a xét xem v&i gia tri nao
ctia tham s6 phuong trinh v6 nghiém, ¢é nghiém va tim cac nghiém dé.

Chang han (m+1x-3=0,
X =2 +m=0

P = LR Y # ~ o # g
c6 thé duogce coi la cdc phurong trinh an x chira tham sé m.

II - PHUONG TRINH TUONG DUONG VA PHUONG TRINH HE QUA
R4
Cac phuong trinh sau c6 tap nghiém bang nhau hay khéng

a) x2+x=0 vad’—"'3+.x-=0? b) x2-4=0va2+x=0?
X =

1. Phuong trinh tuong ducng

Hai phiwong trinh duoc goi la twong dwong khi chiing cé cung
tap nghiém.

Vidu 1. Hai phuong trinh 2x — 5= 0 va 3x - g = 0 twong dwong véi nhau

= \ # . o » 5
vi cung c6 nghiém duy nhét la x = 5

2. Phép bién déi tuong duong

Dé giai moét phirong trinh, théng thudng ta bién déi phwong trinh dé thanh
mot phuong trinh twong dwong don gian hon. Cdc phép bi€n déi nhur vay
duwoc goi la cac phép bién doi tuong duong.

Dinh 1i sau diy néu 1én moét s& phép bi€n déi twong dwong thudng sir dung.

PINH Li

/ Néu thiee hién cde phép bién doi sau ddy trén mét phsro’ng;\
trinh ma khéng lam thay déi diéu kién cua né thi ta duoc
mot phirong trinh moi tuwong duong
a) Cong hay trir hai vé'véi ciing mot sé hodc ciing mét biéu thiic ;

b) Nhdn hodc chia hai vé véi ciing mét sé khac O hodc voi

\('I}N(Q mét biéu thirc luén cé gid tri khdc 0. /
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CHU Y
Chuyén v€ va d6i ddu mot biéu thite thure chat 14 thue hién phép
cong hay trir hai vé€ véi biéu thic dé.

Ki hiéu. Ta dung ki hiéu "<" dé chi su twrong dwong clia cac phrong trinh.

R
Tim sai lam trong phép bién d8i sau

1 1 1 1 1 1
Xt—=—ov—t] & x+ = = +1- <Sx =i,

x—=1 x-1 x=1 x-1 x-1 x—1

3. Phuong trinh hé qua

Néu moi nghiém ciia phuong trinh fix) = g(x) déu la nghiém ciia
phieong trinh fi(x) = gy(x) thi phuong trinh fi(x) = g(x) duoc
goi la phuwong trinh hé qua ciia phuong trinh f{x) = g(x).

Ta viét

flx) = glx) = fi(x) = g1(x).

Phwong trinh hé qua cé thé ¢6 thém nghiém khéng phai 13 nghiém cla
phuong trinh ban dau. Ta goi dé 1a nghiém ngoai lai.

Khi giai phwong trinh, khéng phai lic ndo ciing ap dung dwoc phép bi€n
déi twong dwong. Trong nhiéu trudng hop ta phai thwe hién cdc phép bién
déi dwa téi phwong trinh hé qua, chang han binh phwong hai v€, nhan hai
v€ chia phrrong trinh véi moét da thite. Liic dé6 dé loai nghiém ngoai lai, ta
phai thir lai cdc nghiém tim duoc.

Da6i véi phirong trinh nhiéu 4n, ta ciing ¢ cadc khai niém tirong tur.
Vidu 2. Giai phvong trinh
x+3 3 2-x
—_— — .
x(x—-1) x

Giai. Diéu kién ctia phuong trinh (4) 1A x # 0 vax # 1.

(4)

x—1

Nhan hai v€ ctia phrrong trinh (4) véi x(x — 1) ta dwa téi phuong trinh hé qua
4) =>x+3+3(x—-1)=x(2—x).
= x2 +2x =0
= x(x+2)=0.
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Phuong trinh cuéi ¢6 hai nghiém la x = 0 va x = -2,

Ta thdy x = 0 khoéng thoa min diéu kién cta phwong trinh (4), d6 14 nghiém
ngoai lai nén bi loai, con x = —2 thod man diéu kién va 12 mét nghiém cta
phuong trinh (4).

Vay phuong trinh (4) ¢é nghiém duy nhat la x = -2,

Bai tép
Cho hai phuong trinh
3x =2 va2x=3.
Céng céc vé€ twong tng cua hai phuong trinh da cho. Hoi

a) Phuwong trinh nhin dwoc cé twong duong véi moét trong hai phuwong trinh
da cho hay khoéng ?

b) Phwrong trinh dé c¢6 phai la phwong trinh hé qua ctia mét trong hai phwrong
trinh da cho hay khong ?

Cho hai phuong trinh
4x =23 va 3x =4
Nhén cédc v€ tuwong g cua hai phuong trinh da cho. Hoi

a) Phuong trinh nhan duge ¢6 twrong duong vl mét trong hai phuong trinh
da cho hay khéng ?

b) Phuwong trinh d6 c6 phai la phwong trinh hé qua cia moét trong hai
phurong trinh da cho hay khéng ?

Giai cdc phwong trinh

a)m+x:m+l; b),1‘+-J.r—2:-J2—x+2;
% X2 . g .
Giai cdc phurong trinh

2 X+35 3 ax
a x+1+ = ;

..r-l—3_..r—l—3, x—1 x-=1

d) +2 —\/1 —~ X = -J.r— 2+ 3.

) .-\'2—4.&‘—2=M. d) 2.1’2—1‘—3:m
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PHUONG TRINH QUY VE

§ 2 PHUONG TRINH BAC NHAT, BAC HAI

I- ON TAP VE PHUONG TRINH BAC NHAT, BAC HAI
1. Phuong trinh bac nhat

Céch giai va bién luan phwong trinh dang ax + b = 0 duwoge tém tat trong

bang sau

ax+ b=0/(1)
Hé s6 K&t luin
a0 (1) ¢6 nghiém duy nhdt x = ——
a
hb=0 | (1) vo nghiém
: hb=0 | (1) nghiém diing vér moi x

Khi a # 0 phuong trinh ax + b = 0 duoc goi 14 phuwong trinh bdc nhdt

mot dn.

1

Giai va bién luan phuong trinh sau theo tham sé m

2. Phudong trinh bac hai

Cach giai va céng thitc nghiém clia phuong trinh bac hai duoc tém tat trong

mix—4)=5x-2.

bang sau
a.r2+ bx+c=0(a#0)(2)
A =b*< dae Két luan
: : . =b L
A>0 (2) c6 hai nghiém phén bi¢t x| , = Z—JE
’ a
. » ; b
A=0 (2) c6 nghiém kép x = ——
2a
A<O (2) vo nghiém
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2
% Lap bang trén véi biét thiic thu gon A",

3. Binh i Vi-ét

nghiém x, x, thi
b

thi uvav la cac nghiém cua phuwong trinh

\ _1'2 - S+ P =0.

¢

..rl + .,1-2 = == _,1'1,1'2 = -—
a

a

Nguoc lai, néu hai s6 uvav c¢é téng u+v = Sva tich uv = P

/Né'u phicong trinh bdc hai ax’ +bx+¢c=0 (a #0) co hah

r

3
ﬁl(héng dinh "N&u « va ¢ trai dau thi phuong trinh (2) ¢é hai nghiém va hai nghiém

dé trai d&du" cé dung khéng ? Tai sao ?

I - PHUONG TRINH QUY VE PHUONG TRINH BAC NHAT, BAC HAI

Cé nhiéu phuwong trinh khi gidi ¢é thé bi€n déi vé phuong trinh bic nhat

hoac bac hai. Sau diy ta xét hai trong cidc dang phuong trinh dé.

1. Phuong trinh chira an trong dau gia tri tuyét dai

Dé giai phuong trinh chita 4n trong diu gia tri tuyét déi ta c6 thé ding dinh
nghia cla gid tri tuyét déi hoac binh phwong hai vé& dé khir dau gia tri tuyét doi.

Vidu 1. Giai phuong trinh
e8] =2t 1.
Giai

Cdach 1

a) Néu x > 3 thi phwong trinh (3) tréthanh x -3 =2x+ 1. Te dé x = —4.

Gi4 tri x = —4 khong thoa min di€u kién x = 3 nén bi loai.

2
b) Néu x < 3 thi phwong trinh (3) tréthanh —x + 3 =2x+ 1. Tr d6 x = P
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Gid tri nay thoa man diéu kién x < 3 nén 14 nghiém.
~ i a . n 2 e N 2
Két ludgn. Vay nghiém cua phwong trinh 1a x = Fi

Cdch 2. Binh phuong hai v€ ctia phuong trinh (3) ta dua téi phuong trinh
hé qua

(3) = (x - 3)% = (2x + 1)?
= .r2 w G B = 4.r2 Sl ]

— B2 10— 8= 0,

" : . 2
Phuong trinh cu6i ¢6 hai nghiém la x = -4 va x = 3
> . # ~ L} » . " 2
Thir 1ai ta thay phwong trinh (3) chi c6 nghiém la x = 3-

Két ludgn. Vay nghiém ctia phwong trinh la x = %

2. Phuong trinh chira an dudi dau cin

60

Dé giai c4c phuong trinh chita 4n duéi ddu cin bac hai, ta thudng binh phurong
hai vé& dé dira vé mot phwrong trinh hé qua khoéng chita 4n duwéi d4u can.

Vi du 2. Giai phuong trinh
M2x-3=x-2. (4)
2 R B * - ~ 3
Giai. Diéu kién cua phuong trinh (4) lax = >
Binh phuong hai vé&€ ciia phuong trinh (4) ta dwra t&i phwrong trinh hé qua
4)=>2%-3=x"—4x+4
= x> - 6x+7=0.

Phuong trinh cuéi ¢é hai nghiém la x =3+ 2 va x=3-42. Ca hai
gia tri nay déu thoa man diéu kién cia phwong trinh (4) , nhung khi thay

vao phuwong trinh (4) thi gid tri x = 3 - 2 bi loai (v€ trdi dwong con vé
phai 4m), con gida tri x = 3 + \6 12 nghiém (hai v€ cling bang \E +1).

Két ludn. Vay nghiém cta phwong trinh (4) 1a x = 3 + 2.



BAI POC THEM

PHUONG TRINH BAC n

Sach giao khoa bac THCS va THPT da trinh bay
cong thic gidi phuong trinh bac nhat va phuong
trinh bac hai. Céng thiic giai phuong trinh bac ba
mang tén nha Toan hoc I-ta-li-a Cac-da-no, tuy
nhién Cac-da-né chi l1a ngudi lan dau tién céng bé
coéng thic d6 trong cudn sach "Nghé thuat vi dai hay
cac quy tac clla Pai s6 hoc" xuat badn nam 1545.
Tac gia clia cong thirc d6 1a nha Toan hoc I-ta-li-a
tén la Tac-ta-gli-a (Nicolo Tartaglia, 1500 — 1557).

Coéng thic Cac-da-nd cho cac nghiém cla phuong
frinh bacba +* + px +¢ =0 1a

2 3 2 3
Mo JE G sl B ’¢_+L_
2 e 27 2. 4 27

Sau khi Tac-ta-gli-a tim ra céng thirc nay thi mot
hoc tré clia Cac-da-né |a Phe-ra-ri (Ferrari, 1522
~ 1565) da tim ra céng thic gidi phuong trinh
bac bén, cong thirc nay ciing da dugc cong bd
trong cudn sach cla Cac-da-né néu trén.

Sau d6 nhiéu nha toan hoc da cé ging dé tim
cong thirc giai phuong trinh bac nam, nhung phai
dén Thé ki XIX hai nha toan hoc tré tudi la A-ben
ngudi Na-uy va Ga-loa ngudi Phap mdi chimng
minh dudc rang khéng thé gidi dudgc bang c#n
thiic phuong trinh dai sé téng quat bac cao han 4.

Trong qua trinh tim cach giai phuong trinh dai sé
tdng quat bac 5 bing cAn thic, A-ben da giai
thich tai sao cac phuong trinh bac 2, 3, 4 c6 thé
giai dudc bang can thirc, con Ga-loa tim ra diéu
kién can va di dé mot phuong trinh cé bac da
cho (c6 thé 16n hon 4) giai dudc bing can thic.
Coéng lao to 16n clla Ga-loa qua céng trinh nay la
da dat nén méng cho Pai s6 hién dai nghién clu
cac cau truc dai sé nhu nhém, vanh, truong,...

G. CAC-DA-NO
(Girolame Cardano,
1501 —1576)

N.A-BEN
(Niels Henrik Abel,
1802 - 1829)

E. GA-LOA
(Evariste Galois,

1811 —1832)
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Bai tap

Giai cidc phuong trinh
3 iyl Dpea§ 234 _ A
2x + 3 4 =3 w23 2ug

¢) V3x-5=3; d) V2x+35 =2.

Giai va bién luin cac phuong trinh sau theo tham sé m

aymx—2)=3x+1;

+ 2

b) m2x + 6 = 4x + 3m :

c) (2m+ x — 2m = 3x - 2.

C6 hai ré quyt chita s6 quyt bang nhau. Néu 1dy 30 qua & ré thit nhat dwa
sang 16 thit hai thi s6 qua & ré thit hai bang % cua binh phwong s6 qua con
lai & r6 thit nhat. Héi s6 qua quyt & mdi ré lic ban ddu 14 bao nhiéu ?

Giai cdc phwrong trinh

a) Dat = TP 5=0= b) 3x* +2x2 —1=0.

Giai cdc phuwong trinh sau bang may tinh bd tdi (1Am tron két qua dén chir
sd thap phéan thir ba)

a) 2x2 —5x-4=0: b) -3x2 +4x+2=0.

) 3x2+7x+4=0; d) 9x% —6x -4 =0.
Huéng dan cdch gidi cdu a) : Néu str dung mdy tinh CASIO fx—500 MS, ta
An lién ti€p cac phim

MODE]| [MODE] [ 1| [»] [2] 2] [=1[Ol[5][=1[O][4]] =

man hinh hiénra x; = 3.137458609.
An ti€p
= | man hinh hién ra x, = -0.637458608.

Lam tron két qua dén chir s6 thap phan thit ba ta duwoc nghiém gan diing
ctia phuong trinh 1a x; » 3,137 va x, = -0,637.

Giai cac phuwong trinh
a) Bx-2|=2x+3; b) [2x -1 =|-5x - 2| ;



x -1 -3x +1
c) = :
2x -3 |1 + 1|

7. Giai cdc phuong trinh
a)\fS..\'-I—f):x—f); b)W3-x=alx+2+1;

c) 22 +5=x+2 : d) \/44‘2 +2x+10=3x+1.

D2x+5/=x% +5c+1.

8. Cho phuong trinh 3 = 2m+Dx+3m-5=0.

Xéc dinh m dé phuwong trinh ¢6 mét nghiém gip ba nghiém kia. Tinh cédc
nghiém trong trudng hop doé.

PHUONG TRINH VA HE PHUONG TRINH

9 g BAC NHAT NHIEU AN

I - ON TAP VE PHUONG TRINH VA HE HAI PHUONG TRINH
BAC NHAT HAI AN

1. Phuong trinh bac nhat hai an
Phuong trinh bdac nhdt hai dn x, y cé dang téng qudt la

ax + by =c (1)

trong dé a, b, ¢ la cdc hé sé, véi diéu kién a va b khéng dong
thot bang 0.

% 1
Cap (1 ; -2) cé phai la mét nghiém cla phuong trinh 3x — 2y = 7 khéng ? Phuong
trinh dé con cé nhitng nghiém khac nira khéng ?

CHU Y
a) Khi @ = b = 0 ta c¢6 phuong trinh Ox + Oy = ¢. Né€u ¢ # 0
thi phwrong trinh nay vé6 nghiém, con néu ¢ = 0 thi moi cap s6

(xg 5 ¥o) déu la nghiém.
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b) Khi b # 0, phwong trinh ax + by = ¢ trd thanh
a ¢
p e e g (2)
TR
Cap s6 (xp : yp) la mot nghiém cia phwong trinh (1) khi va

chi khi diém M(x; ; yg) thudc dudng thang (2).

Téng qudt, ngudi ta chitng minh dwoc rdang phuong trinh bdc
nhdt hai dn luén luén cé vé sé nghiém. Biéu dién hinh hoc
tap nghiém ciia phirong trinh (1) la mét dwong thang trong
mdt phdng toa dé Oxy.

Hay biéu dién hinh hoc tap nghiém cla phuong trinh 3x — 2y = 6.

2. Hé hai phuong trinh bac nhat hai an

R

Hé hai phwong trinh bdc nhdt hai dn 6 dang téng qudt la

{al_x +byy = ¢ (3)
arx +byy = ¢

trong dé x, yla hai an ; cdc chit conlai la hé sé.

Néu cap s6 (xg ; yo) dong thoi la nghiém cia cd hai phiong
trinh ciia hé thi (xq;yy) duoc goi la mot nghiém ciua hé
phuong trinh (3).

Giai hé phuong trinh (3) la tim tdp nghiém ciia né.

a) Cé may cach giai hé phuong trinh

4x-3y=9
2x+ y=31

b) Dung phuong phap cong dai sé dé giai hé phuong trinh

J Ix-6y=9
|-2x +4y= -3.

C6 nhan xét gi vé nghiém cla hé phuong trinh nay ?



II - HE BA PHUONG TRINH BAC NHAT BA AN

A

Phurong trinh bac nhit ba 4n c¢6 dang téng quat 1a
ax + by + ¢z = d,

trong dé x, y, z 1a ba an: a, b, ¢, d 14 céce hé s6 va a, b, ¢ khéng déng thoi
bang 0.

Hé ba phuong trinh bdc nhdt ba dn ¢é dang téng qudt la

ax + by + ¢z = 4
X + by + 3z = d, (4)

trong dé x, v, z la ba dan ; cdc chit con lai la cdc hé sé.

Méi bé ba s6 (xy ; yg 5 zg) nghiém ding ca ba phuwong trinh
cua hé duoc goi la mét nghiém cua hé phuong trinh (4).

, 17 3 3
Chang han, [I = 7 ; 5] la nghiém cua hé phuong trinh
[ %43y - 2z=-1
4y+ 3 > (5)
Z —— —
d 2
! 27 = 13
" i B LY o c L 5 s .
con | —— ; —;— — | la nghiém cua hé phuong trinh
2 2 2
( |
X+2y+2z= —
2
2%+ By~ bz =2 (6)
—dx-Ty+ z=-4

Hé phuong trinh (5) ¢6 dang dac biét, goi la hé phuong trinh dang tam giac.

Viéc giai hé phuong trinh dang nay rat don gian. Tir phwong trinh cuéi tinh
duoc z réi thay vao phuong trinh thit hai ta tinh duge y va cu6i cung thay z
va y tinh duoc vao phuong trinh dau sé tinh duoc x.

4
Hay giai hé phuong trinh (5).
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Moi hé ba phwong trinh biac nhit ba 4n déu bi€n déi duoc vé dang tam

gidc, bang phwong phéap khir dan dn s
hé phuwong trinh (6).

6(*}

. Chang han, sau day 1a cdch giai

Giai. Nhan hai v€ clia phuong trinh thit nhat ctia hé (6) véi —2 réi cong vio
phuong trinh thir hai theo tirng v€ tuwong tng, nhan hai vé€ cua phuong trinh
thit nhat v&i 4 r6i cong vao phuong trinh thit ba theo tirng vé& twrong tng, ta
duoc hé phuong trinh (da khir x ¢ hai phuong trinh cudi)

X+2y+2z

- y+ z
y+ 9z

I
2

-3

2

Ti€p tuc cOng cac v€ twong ung cua phwong trinh thi hai va phuong trinh

thit ba cua hé méi nhan duoc, ta duoc hé phuwong trinh twong duong dang

tam giac

x+ 2y 2z

- y+ z
10z

Ta dé dang giai ra dwroe

con goi la phuong phiap Gau-xo.

1
2

(*) Phuong phap nay do nha toan hoc Pic Gau-xo (Gauss, 1777 — 183)5) tim ra, nén cling



BAI POC THEM

Trong kho tang va&n hoa dan gian Viét Nam
c6 bai toan "Tram trau tram co" sau day

Tram trau tram co,

Trau dumg an nam,

Tréau nam an ba,

Lu khu trau gia,

Ba con mot bo.
Hoi c6 bao nhiéu trau ding, bao nhiéu
trau nam, bao nhiéu trau gia ?
Giadi. Goi s6 trau dimg la x, sé trdu nam
la y, s6 trau gia la z (v, v, z 1a nhing sé
nguyén duong nhoé hon 100). Ta cé hé
phudng trinh

x+ y+ z=100
5.1'+3_1-‘+lz: 100.
3
Pay la hé hai phuong trinh bac nhat ba an, néu khéng tinh dén diéu kién

clia an thi hé phuong trinh nay cé vé sé nghiém (néu khir z ta dudec mét phuong
trinh bac nhat clia hai 4n 7x + 4y = 100).

Tuy nhién, Vi x, y, z phdi la nhimg sé nguyén dudng nhd hon 100, nén chi cé mét sé
htu han nghiém, cu thé & day cé ba nghiém

x =4 ﬁxz =8 i =10

v, =18 Py 5 1 v, =4

Z) =78; 122=81; 123=84.
Bai toan dan gian & trén thudc loai phuong trinh Di-6-ph&ng (mang tén nha toan
hoc ¢& Hi Lap la Diophante).
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Bdii tap
Cho hé phwong trinh

Tx— 5y=09
14x — 10y = 10.

Tai sao khéng can giai ta ciing két luan dwoc hé phwong trinh nay vé nghiém ?

Giai cdc hé phuong trinh

2x — 3y =1 3x+4y =25
a) ] b) .

x+2y =3; 4x -2y =2,

(2 L1002
, 35T g o [031-02y =05
c

1 3 1 0,5x + 0,4y = 1,2.

L3 4 2

Hai ban Van va Lan dén ctra hang mua trdi cay. Ban Van mua 10 qua quyt, 7
qua cam v&i gia tién 1a 17 800 déng. Ban Lan mua 12 qua quyt, 6 qua cam
hét 18 000 déng. Hoi gia tién moi qua quyt va moéi qua cam la bao nhiéu ?

C6 hai day chuyén may 4o so mi. Ngiy thit nhit ca hai diy chuyén may duoc
930 40. Ngay tha hai do diy chuyén thit nhit tang nang suat 18%, day chuyén
thi hai ting nang suit 15% nén ca hai diy chuyén may dugc 1083 do. Hoi
trong ngay thif nhit méi ddy chuyén may duge bao nhiéu 4o so mi ?

Giai cdc hé phwong trinh

x+3y+2z=8 x—-3y+2z=-7
a) 2x+2y+ z=06 b) s-2x +4y+3z=8
3x+ y+ z=6; 3x+ y— z=23.

Moét ctra hang ban 4o so mi, quan au nam va vay nt. Ngay thi nhat ban
duge 12 40, 21 quan va 18 viy, doanh thu 12 5 349 000 déng. Ngay thi hai
ban dwoc 16 do, 24 quan va 12 vay, doanh thu 12 5 600 000 déng. Ngay thir
ba ban dwoc 24 do, 15 quin va 12 vay, doanh thu 1a 5 259 000 déng. Hoi
gid bin méi 40, mbi quin va mdi vay la bao nhiéu ?

Giai c4c hé phwong trinh sau bing mdy tinh bo tdi (1am tron két qua dén
chir s6 thap phan thd hai)

) 3x -5y=6 b) -2x+3y=3
a
dx +Ty= -8 Sx+ 2y = 4.



2x —3y+4z=-5 — XHdy—3z = 2
g) a=dx +dy— z=06 d) & 2%+ y4 2z =3

3x+4y-3z=17, —2x—-3y+ z=15.
Huéng dan cdch gidi cdu a)

Néu str dung méy tinh CASIO fx—500 MS ta 4n lién ti€p diy cdc phim

MODE|IMODE| (1| [2[ 3] (=] (| |5] (=] (6] (=] 4] =17
1 OIE] [E

thay hién ra trén man hinh x = 0.048780487.

An ti€p phim | = | ta thAy man hinh hiénra y=-1.170731707.

Lam tron két qua dén chir s6 thip phan thit hai ta duge nghiém gan ding cua
hé phuong trinh la

x =~ 0,05
yr—1,17.

Huong dan cach giai cdu c)

Né&u str dung may tinh CASIO fx—500 MS ta 4n lién ti€p day cdc phim

MODE| [MODE] [t] [3][2] =[] [311=][4][=][>]][5][=
O V41 (=I5 1=[[O] (1] [=[16] [=][3][=]4][=][()
31 [=117] 1=

tha'y hién ra trén man hinh x = 0.217821782.

An ti€p phim | = | ta thdy man hinh hién ra y=1.297029703.

An ti€p phim | = | trén man hinh hién ra z = -0.38613861 3.

Viy nghiém gan ding clia hé phrong trinh 1a (lam tron két qua dén chir s6
thap phan thi hai)

xw 0,22
y~ 1,30
z ~ —0,39.
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ON TAP CHUONG III

Khi nao hai phuong trinh duogce goi la tuwong duwong ? Cho vi du.
Thé nao 1a phuong trinh hé qua ? Cho vi du.

Giai cdc phuwong trinh

a)x/,r—5+,x‘:4.r—5+6; b)Wl-x+x=ax-1+2;
c) ad — g g d) 3+ 2—_x':4_r2—_r+dx—3.

Giai cdc phuong trinh
Swpd 1 #
x—2 x+2 xz_f_’]_

a) +3;

3x2 _92x+3 3x=5
b) = :
2% — 1 )

c) \}1-2_4 = gl

Giai cdc hé phuong trinh :

~2x +dy=19 by 3x+4y =12

4x +2y=11; dx—dy= Ty
2x=3y=3 q Sx+3y=15
3x +2y = 8; 4x—8y=0.

Hai céng nhin duwoc giao viéc son mot bire twrdng. Sau khi ngudi thir nhat
. .. ~ ~t - - . . ~ 5 r
lam dwoc 7 gio va nguoi thir hai lam duge 4 gio thi ho son duoc 6 bire

l

twdng. Sau dé ho cung lam viéc véi nhau trong 4 gid nita thi chi con lai T8

bite tudng chura son. Ho6i n€u méi ngudi lam riéng thi sau bao nhiéu gio moi
nguwoi mdi son xong birc twong ?

Giai cdc hé phuong trinh

2x —3y+ z =-7 x+4y—-2z= 1
a) —4x+5y+3z= 6 b) {-2x+3y+ z=-6
X+2y—-2z= 35; 3x+8y- z= 12



10.

11.

13.

14.

Ba phan s6 déu c6 tir s6 12 1 va téng cha ba phin s6 dé bang 1. Hiéu cna
phan s6 thit nhat va phan s6 thit hai bang phan s6 thit ba, con téng cla
phin s6 thit nhat va phan s6 thit hai bang 5 1an phan s6 thir ba. Tim cdc
phéin s6 dé.

Mot phan xuéng dirge giao san xudt 360 san phim trong mot s6 ngay nhat
dinh. Vi phan xuéng tang nang suit, méi ngay lam thém duge 9 san phim
so v&i dinh mdc, nén trude khi hét han moét ngay thi phan xuwdng da lam
vuot s6 san pham duoe giao 14 5%. Hoi néu van tiép tuc lam viéc véi nang
suét d6 thi khi dén han phan xudng 1Am duoc tit ca bao nhiéu san phdm ?

Giai cdc phuong trinh sau bang mdy tinh bd tii
a) 5x2 - 3x—7 =0; b) 3x% +4x+1=0;

¢) 0,2x% +1,2x—-1=0;: d) V2x% + 5x ++f8 = 0.
Giai cdc phurong trinh

a) |dx -9|=3- 2x ; b) [2x + 1] = |3x + 5.

. Tim hai canh cia mé6t manh vudn hinh chit nhat trong hai truedng hop

a) Chu vila 94,4 m va dién tich la 494,55 m”.

b) Hiéu ctia hai canh 13 12,1 m va dién tich 12 1089 m”.

Hai ngudi quét san. Ca hai ngudi cung quét san hét 1 gio 20 phat, trong khi
néu chi quét mét minh thi ngudi thit nhat quét hét nhiéu hon 2 gid so véi
ngudi thit hai. Héi méi ngudi quét sin mot minh thi hét may gio ?

Bai t&p tréic nghiém

Chon phiwong an diing trong cdc bai tdp sau

1 N4 - 3x |

Diéu kién ctia phwong trinh x + 2 ———— = — 1a
Vx +2 x+1
S L 4
(A)x>-2vax#-1; (B)x>-2vax< E
Y 4 ~
(C)x>-2,x#-1 va.rég : (D)x#-2vax#-1.
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15.

16.

17.

12

(m% + 2)x + 2m

Tap nghiém ctia phuong trinh = 2 trong trudong hop m =0 1a
x
2
(A) {——} ; (B) D.
m
(O R ; (D) R\ {0}.
Nghiém cta hé phuong trinh
Jn—Qy= 2
4dx +2y ="
la
39 3 17 -5
Al | S ol | ] 4
()[26 13] ()[13 13]
39 1 L. . il d
b | == s Y | § == |5
kil [26 2] ( )[ 3 6]

Nghiém cta hé phuong trinh
3 =Dy gl
—4x+3y-2z =15
- x-2y+3z=-5

la
3 3
A (-10:7:9): B |—:;-2;—1:
(A) ( ) ()(2 2}
1 -9 5
Q)| ——;—:—|: D) (-5 ;-7 ;-8).
()[ 2o 4] (D) ( )



BAT BANG THUC. BAT PHUONG TRINH

BAT BANG THUT
BAT PHUONG TRINH

Hai noi dung co ban ctia chuong la bat dang thuc va

bat phuong trinh. Cac van dé nay da duoc hoc tir nhing
lop dudi.

Chuong nay sé cung c6 va hoan thién cac ki nang ching
minh bét dang thic va giai bat phuong trinh. Ngoai céc
phép bién déi tuong duong, hoc sinh con duoc hoc cach
xét dau nhj thirc bac nhat va tam thic bac hai lam co s
cho viéc giai cac bat phuong trinh va hé bat phuong trinh.



BAT PANG THUC

I- ON TAP BAT PANG THUC
1. Khai niém bat ding thuc
ﬂ1
Trong cac ménh dé sau, ménh dé nao ding
a)3.25<4;
|

b)-5> —4—;
4

) =J2 239

2
ﬂChon dau thich hop (=, <, >) dé khi dién vao 6 vuéng ta dudc mot ménh dé dung.
ay2v2 [ |3;

4
b) — =4

) 3 3

c)3+242 [ |a+v2)%;

d) ¢ +1 0 véi a 1a mét sé da cho.

“ Cdc ménh dé dang "a < b” hodc "a > b" duwoc goi la bdt
ddng thirc.

2. Bat ding thirc hé qua va bat ding thirc tuong duong

Néu ménh dé "a < b = ¢ < d” diing thi ta néi bat dang thiic
¢ < d la bdt ding thite hé qud ciia bdt ddang thitc a < b va
cingviétlaa<b =>c<d.

Chang han, ta di biét

a < bvab <c¢ = a < c (tinh chit bac cau).

a<bh,ctuy y =>a+c<bh+c (tinh chit cong hai v€ bit dang thic véi
mot s0).
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A

Néu bdt ddng thitc a < b la hé qud ctia bdt ddang thitc ¢ < d va
nguwoc lai thi ta néi hai bdt ddang thitc twong duong véi nhau
vaviétlaa<b & c<d.

3
Chimg minh rdng a <h <a - b < 0.

Tinh chat cha bat ding thuc

Nhu vay dé chitng minh bét dang thiic @ < b ta chi c¢An ching minh @ — b < 0.
Téng quat hon, khi so sdnh hai s6, hai bi€u thitc hodc chitng minh mot bat
dang thic, ta c¢é thé st dung cdc tinh chét ctia bit dang thite duoc tém tat
trong bang sau

Tinh chadt

Tén goi
Diéu kién Noi dung

Cong hai v€ clia bat dang
a<hbcsa+e<b+e o i
thite v6i mot s6

G a<b < ac<be Nhan hai v€ clia bit dang

e< ) 7 &St B thirc v61 mot s6

Céng hai bat dang thiic
a<bhbvic<d=a+c<b+d \,g i &
cung chiéu

Nhan hai bAt dang thic

A

d>0. e3>l a<bhbvac<d=ac<bd . ik
cung chiéu
% : 2n+1 2n+l1
ne R a<h& a < b . = L g s 1%
Nang hai vé& ctia bat dang
ne R va thite 1én moét luy thua
a<bhe a < b g
a>0
a>0 - - i s i
a<be a<b Khai can hai vé& ctia mot bat
dang thiic
a<be Ya <3Yb &
4

Néu vi du ap dung mét trong cac tinh chat trén.
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CHUY

Ta con gap cdc ménh dé dang a < b hoac a = b. Cac ménh dé
dang nay ctling dlrgc goi 12 bit dang thic. DE phin biét, ta goi
chiing 13 céc bdt dang thire khong ngdt va goi cac bat dang thitc
dang @ < b hodc a > b 14 céc bdt ddng thitc ngdt. Céc tinh chit
néu trong bang trén ciing ding cho bat dang thitc khong ngat.

II - BAT PANG THUC GIUA TRUNG BINH CONG VA
TRUNG BINH NHAN (BAT PANG THUC CO-SI)

1. Bat ding thic Co-si'’

DINH LI

(Trung binh nhdn cua hai sé khéng dm nho hon hodc bcﬁ?’ng\
trung binh cong cua chiing.

Jabg“;”, Ya, b > 0. (1)

a+ b

Ddang thire ab = xay ra khi va chi khi a=b.

/

Chirng minh
Ta c6 Ja_—“;rb:—%(a+h—2ﬂ):—%(\/_—«ﬁ)2go.

Vay \}abiia_;h-

Dang thitc x4y ra khi va chi khi (\/; - \/I:)z = 0, tire 1a khiva chi khi a=b.

2. Cac hé qua

HE QUA 1
Toéng ciia mot s6 diwong véi nghich ddo ciia né 1én hon hodc
hing 2.
|
a+— 22, Va>0.
a

(*) Augustin Louis — Cauchy, 1789 — 1857.
76



HE QUA 2

Néu x, y ciing duwong va cé téng khéng doi thi tich xy lén
nhdt khi va chi khi x = y.

Chitng minh. Dat S = x + y. Ap dung bt ding thirc Cé-si ta c6

: ’ 22
\/.ry = 2 er Lo %, do d6 xy < hT

2 ” a . . L3 . S
Pang thirc xay ra khi va chi khix=y = 7

2

G i e v g ) G, A S
Vay tich xy dat gia tri Ién nhat bang T khi va chi khix=y= A

Y NGHIA HINH HOC

Trong tdt ca cdc hinh chit nhat ¢6 cung chu vi, hinh vuéng cé

dién tich [én nhdt (h.26).

A B
Ll
lem P F
D ( H (r
Hinh 26
HE QUA 3

[ Néu x, y cing diwong va cé tich khéng doi thi tong x + y nho J

nhdt khi va chi khi x = y.

Y NGHIA HINH HOC

Trong tdt ca cdc hinh chit nhdt ¢é cing dién tich, hinh vuéng cé
chu vi nho nhdt (h.27).

T



lem?
E F
D (5 H (r
Hinh 27

S
ﬁ Hay chimg minh hé qua 3.

III - BAT PANG THUC CHUA DAU GIA TRI TUYET POI

6
ﬁl\lhéc lai dinh nghia gia tri tuyét déi va tinh gia tri tuyét déi cla cac sé sau
3

a)0; b) 1,25; c) v d) -=.

4

Tur dinh nghia gia tri tuyét déi, ta c¢6 cac tinh chét cho trong bang sau

Diéu kién Noidung

|_r| >0, |1| e |1| > —X

x| <ca @ -a<x<a

a>0
|Jr| >a < x<-ahoacx >a

|c1| — |b| < |u + h| = |a| + |h|

Vidu. Cho x € [-2 ; 0]. Chting minh rang |x + 1] < 1.
Giai
Xxe[-2:0]=-2<x<0
=imdet gL L X OF ]
=>-1<x+1<1

= |x+1] <1.
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Bai tép

2 . 2 [ - . . . .
1. Trong cidc khang dinh sau, khang dinh nao ding véi moi gia tri ctia x ?

a) 8x > 4x ;

c) 8x2 > 4,\'2;

b) 4x > 8x ;
d)8+x>4+ux.

2. Cho s6 x > 5, s6 nao trong cic s6 sau day la s6 nho nhat ?
5 5 3 X
A= —; B=—+1; C=—-1; D= —.
b X X S
3. Cho a, b, c 1a d6 dai ba canh clia moét tam gidc.

a) Ching minh (b - £')2 St

2

b) Tir d6 suy ra R L) (ab + bc + ca).

4. Chitng minh rang

5. Chitng minh rang

.r3 + 3..=3 > .rzy A .ryz, Vx20,Vy=0.

,1'4—\/1_5+.1'—\/;+1 sl oz,

Hudéng dan. Dat \G = ¢, xét hai truong hopO<x <1 ;x=>1.

6. Trong mat phang toa d6 Oxy, trén cdc tia Ox va Oy lan luot 14y cdc diém A
va B thay d6i sao cho dudng thang AB luén ti€p xtic véi dudng tron tim O
b4n kinh 1. X4c dinh toa dé clia A vd B dé doan AB ¢6 d6 dai nho nhat.

CHI DAN LICH SU

0wy B
(Augustin Louis Cauchy, chg Li thuyét hoi tu clia chudi, dua ra khai niém ban kinh hdi tu.
1789 - 1857)

Cé-si 1a nha toan hoc Phap. Ong nghién clu nhiéu linh vuc
Toan hoc khac nhau, céng bé hon 800 céng trinh vé Sé hoc,
Li thuyét s&, Dai s8, Giai tich toan hoc, Phuong trinh vi phan,
Co hoc Ii thuyét, Ca hoc thién thé, Vat Ii toan.

Cac céng trinh cla Cé-si cho thay ré nhudc diém cla viéc
dua vao truc giac hinh hoc dé suy ra cac két qua té nhi cla
Giai tich. Ong dinh nghia mét cach chinh xac cac khai niém
gidi han va lién tuc clia ham s6. Ong xay dung mot cach chit
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Ong dinh nghta tich phan Ia giéi han cla cac téng tich phan
va ching minh su tén tai tich phan clila cac ham sé lién tuc.
Ong phat trién co sé clia Li thuyé&t ham s6é bién sé phic. Vé
Hinh hoc, vé Pai s6, vé Li thuyét sé, vé Co hoc, vé Quang
hoc, vé Thién van hoc, Cé-si déu cé nhing céng hién I6n lao.

BAT PHUONG TRINH VA
@2 HE BAT PHUONG TRINH MOT AN
YA

I - KHAI NIEM BAT PHUONG TRINH MOT AN

1. Bat phuong trinh mét an

1
%Cho mot vi du vé bat phuong trinh mét an, chi ré vé trai va vé phai cla bat phuong
trinh nay.

Bdt phuong trinh dn x la ménh dé chita bién c6 dang
flx) <glx)  (flx) < g(x)) (1)
trong dé f(x) va g(x) la nhitng biéu thiic cia x.

Ta goi f(x) va g(x) ldn luot la vé trdi va vé phdi ciua bdt phuwong
trinh (1). 86 thite x, sao cho f(x,) < g(xy) (f(xy) < g(xy)) la
ménh dé diing duoc goi la mét nghiém cua bat phuong trinh (1).
Giai bat phuong trinh la tim tdp nghiém cua né, khi tdp
nghiém rong thi ta néi bdat phiong trinh vé nghiém.

CHUY

Bit phuong trinh (1) ciing ¢6 thé viét lai dudi dang sau

glx) > flx)  (g(x) = f(x)).
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2
%Cho bat phuang trinh 2v < 3.

a) Trong cac s6 -2 ; 2%; 7, 410 s8 ndo la nghiém, s6 nao khéng la nghiém cla bat
phuong trinh trén ?
b) Giai bat phuong trinh dé va biéu dién tap nghiém clia né trén truc sé.

2 ~

Diéu kién cia mét bat phuong trinh

Tiwong tu doi voi phuong trinh, ta goi cdc diéu kién cuia an sé
x dé fix) va g(x) ¢6 nghia la diéu kién xdc dinh (hay goi tdt la
diéu kién) cua bat phuong trinh (1),

Chang han diéu kién ctia bat phwrong trinh

B—x+x+1<x?

lA3—-x20vax+12=0.

Bat phuong trinh chira tham sé

Trong mot bt phuong trinh, ngoai cdc chir déng vai trd 4n s6 con cé thé ¢
cic chir khic duge xem nhu nhirng hang s6 va dugce goi la tham sé. Giai va
bién ludn bat phuong trinh chira tham s6 1a xét xem véi cac gia tri nao cua
tham s6 bit phuong trinh v6 nghiém, bit phuwong trinh ¢6 nghiém va tim
cdc nghiém dé. Chang han

2m-1Dx+3<0

..1’2 -mx+120

c6 thé duoc coi la nhitng bat phuong trinh 4n x tham sé m.

II - HE BAT PHUONG TRINH MOT AN

Hé bat phuwong trinh dn x gom moét s6 bat phuwong trinh dn x
ma ta phai tim cdc nghiém chung cua chiing.
Moi gid tri cua x déng théi la nghiém cua tdt cd cdc bdt
phuong trinh cua hé dwoc goi la mét nghiém cua hé bdt
phirong trinh da cho.
Giai hé bdt phuwong trinh la tim tap nghiém cia né.
Dé gidai mét hé bat phwong trinh ta gidi timg bdt phwong trinh
réi ldy giao ciia cdc tdp nghiém.
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Vidu 1. Giai hé bt phrong trinh
3-x20
{.1‘ +1=0.
Giai. Giai tirng bat phuong trinh ta ¢6
J-x20e3>x
x+1z20x2-1.
Biéu dién trén truc s6 cdc tip nghiém clia cdc bit phirong trinh niy ta duoc
3
Tép nghiémcta3 —x =0 — e

X

Téap nghiémctax+1 20 ﬂ’ﬂﬂ”mfﬂ""”{—’"
o L

Giao cua hai tip hop trén la doan [-1 ; 3].

Vay tap nghiém clia hé 1a [-1 ; 3] hay con c6 thé vietla -1 < .x < 3.

I1I - MOT SO PHEP BIEN POI BAT PHUONG TRINH

1. Bat phuong trinh tuong duong

3
ﬂ Hai b4t phuong trinh trong vi du 1 ¢é tuong duong hay khéng ? Vi sao ?

Ta di bi€t hai bdt phuong trinh cé cing tdp nghiém (c6 thé
réng) la hai bdt phwong trinh twong duong va ding ki hiéu
"&" dé chi su tirong duong cia hai bdt phuwong trinh dé.
Tuwong tu, khi hai hé bdt phwong trinh ¢é cung mét tdp nghiém ta
ciing néi chiing twong duong véi nhau va ding ki hiéu "<" dé
chi sir tirong duwong do.

2. Phép bién ddi tuong ducng

Dé gidai mot bdt phicong trinh (hé bdt phuong trinh) ta lién tiép
bién doi né thanh nhitng bdt phuong trinh (hé bdt phwong trinh)
tiwong diwong cho dén khi diroc bat phirong trinh (hé bdat phirong
trinh) don gidn nhdt ma ta cé thé viét ngay tap nghiém. Cédc phép
bién déi nhuvay dioc goi la cdc phép bién doi tuong duong.
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Chang han khi giai hé bat phwong trinh trong vi du 1 ta c6 thé viét

3—-x=>0 A
& S-] <x< 3,
x+1=20 x> -1

Duéi day ta s& lan lurgt xét mot s6 phép bi€n d6éi thudng sir dung khi giai
bat phwrong trinh.
Cong (tru)

Cong (triv) hai vé cua bdt phitong trinh véi ciing mot biéu thirc
ma khéng lam thay doi diéu kién cia bdt phitong trinh ta duoc
mot bat phuwong trinh tuong duong.

P(x)< Q(x) & P(x) + filx) < O(x) + fix)

Vi du 2. Giai bat phrong trinh
(+2)(2x = D)= 2<x”+(x = Dx+3).
Phdn tich bai todn
Khai trién va riit gon tirng vé€ ta duge bat phrong trinh
2+ 3x -4 <" + 20— 3.

Chuyén v€ vi d6i diu cdc hang tir clia v€ phai bit phuong trinh nay (thue
chit 1a cong hai vé€ ctia bat phwong trinh véi biéu thire —(Zrz + 2x — 3) ta
duwoc moét bat phuong trinh da biét cach giai.

Gidi
(x+2)(2x- D=2< x% + (x = D(x +3)
<:>2_r2+4.r—.r—2—2<_:.1‘Z+.r2—,r+3x—3
S +3x—A4< P+ 2 -3
3D Bl (D D Y€ 0
Sx—1<0
Sx<l,

Vay tap nghiém cua bat phuong trinh 1a (- ; 1].

Nhdan xét. Néu cong hai vé€ ctia bat phuong trinh P(x) < Q(x) + fix) véi biéu
thitc —f(x) ta duwge bat phuong trinh P(x) — fix) < Q(x). Do dé

P(x) < Q(x) + flx) & P(x) — flx) < Q(x).
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Nhu vay chuyén vé€ va déi ddu mét hang tir trong moét bat phuong trinh ta
dwoc moét bat phuwong trinh twong duwong.

4. Nhan (chia)

Nhdn (chia) hai vé cia bdt phuwong trinh véi ciing moét biéu
thitc luén nhan gid tri duong (ma khéng lam thay doéi diéu
kién ctia bdat phuong trinh) ta duoc mot bdat phuong trinh
twong dwong. Nhdn (chia) hai vé cua bdt phiwong trinh voi
ciung mét biéu thicc luén nhdn gid tri am (ma khéng lam thay
doi diéu kién cia bdt phiong trinh) va doéi chiéu bdt phuong
trinh ta dwoc mét bdat phuong trinh tuwong diwong.

P(x) < Q(x) © P(x) flx) < Q(x) f(x) n€u f(x) > 0, Vx
P(x) < Q(x) < P(x) flx) > Q(x).flx) n€u flx) <0, Vx

Vi du 3. Giai bat phrong trinh

.r2 +x+1 '1,2 + X
= :

,1'2 +2 ,1'2 + 1

Phdn tich bai todn. MAu thitc ctia hai v& bat phuong trinh 1a nhitg biéu thifc
lu6n duwong. Nhan hai vé& clia bat phwrong trinh véi hai biéu thite luén dwong
d6, ta diwroe moét bit phuong trinh tuwong duwong.

Giai

.r2+.r+l >.1‘2+.;k‘

%% w8 1
2 2 2 2
S +x+ DX+ D> +x)(x +2)
4 3 2 4 3 2
X +X 2 AL > x5 2% A2
4 3 2 4 3 2
SXx +X +2X +x+1l-x - x -2x"-2x>0
SO-x+1>02x<1.
Vay nghiém cta bit phuvong trinh la x < 1.

5. Binh phuong

Binh phitong hai vé ciia mét bdt phuwong trinh ¢é hai vé khong
am ma khéng lam thay déi diéu kién cua né ta duoc mot bt
phuong trinh tuong dicong.

P(x) < O(x) & PX(x) < 0*(x) néu P(x) = 0, Q(x) = 0, ¥

84



Vi du 4. Giai bit phrong trinh

E2 i Dmed s o= Tpd,

Giai. Hai v€ bat phuwong trinh déu cé nghia va dwong véi moi x. Binh
phurong hai vé€ bat phuong trinh nay ta duoc

(\/-r2+2.r+2) (\/r 2r+3)

& A 2x 425 5% —2x 43
il |

|
& x> —
4

; gon 5 1
Viy nghiém cua bat phuong trinh 1a x > T

Chay

Trong qua trinh bién déi moét bat phwong trinh thanh bat phuwong trinh

twong dwong can chi y nhimmg diéu sau
1) Khi bién doéi cac biéu thitc & hai vé ciia moét bdt phwong
trinh thi diéu kién cua bdt phwong trinh c¢é thé bi thay déi. Vi
vdy, dé tim nghiém ciia mét bat phicong trinh ta phdi tim cdc
gid tri cua x thoa mdn diéu kién cua bdt phwong trinh dé va la
nghiém cua bdt phuong trinh méi.

Vidu 5. Giai bat phurong trinh

51+2-J 3-x X 4—343—){_

T s
4 6
Giai. Diéu kién 3 — x > 0.
Ta c6
5.r+2\o'3—.r_1>£_4—3\f3"-.r
4 4 6
<:>5.r+ 3—.r_l>l_2+\}3—.r
4 2 4 3 3
S5x 3—\_1_l 2__\/3-.1‘)0
4 2 4., 3 2
:::»1‘—1:»0
3
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K&t hop véi diéu kién ctia bat phuong trinh, ta ¢6 nghiém cta bat phuong
trinh 1a nghiém cua hé

x—l>0
3
3—-x2>0.

. . _ \ o 1l
Hé bat phuong trinh nay c¢é nghiém la 5 L <3

# . 2 . = ~ s 1
Két ludn. Nghiém cua bat phuong trinh da cho la 3 < x S5

2) Khi nhdn (chia) hai vé ciia bdt phuong trinh P(x) < Q(x)
vér biéu thire f(x) ta can luu ¥ dén diéu kién vé ddu cia f(x).
Néu f(x) nhdan ca gid tri duong lan gid tri am thi ta phai lan
litot xét tieng truong hop. Moi truong hop ddan dén mot hé bdt
phuong trinh.

Ta minh hoa diéu nay qua vi du sau.

s 1 1
Vidu 6. Giai bat phuong trinh 1 > 1.
X =
Giai. Diéu kiénx # 1.
a) Khix—1<O0(teclax<1)tacd 1 < 0. Do dé trong trurong hop nay
Xi—

moi x < 1 déu khéng 14 nghiém cta bAt phuong trinh hay bt phuwong trinh
vo nghiém.

b) Khix — 1 > O (tirc 1a x > 1), nhan hai vé& cua bt phwong trinh da cho véi
x = 1 ta duwge bidt phwong trinh twong duwong 1 = x — 1. Nhu vay trong
truong hop nay nghiém cta bit phuwong trinh da cho 1a nghiém ctia hé

1l >x-1
kg I

Giai hé nay ta duwgc nghiém la | < x < 2,
Két lugn. Nghiém cta bat phuong trinh dd cho 1a 1 <x < 2.

3) Khi giai bat phiwong trinh P(x) < Q(x) ma phai binh phuwong
hai vé'thi taldan luot xét hai triuecong hop :
a) P(x), Q(x) cung c¢é gid tri khéng am, ta binh phwong hai vé
hdt phiong trinh.
b) P(x), Q(x) ciing cé gid tri am ta viét

P(x) < Q(x) & —0(x) < —P(x)

roi binh phicong hai vé bdt phuwong trinh maéi.



Vi du 7. Giai bit phrong trinh

{2 17 1
X+ —>X+ -,
4 2

Giai. Hai v€ cua bat phuong trinh ¢é nghia véi moi x.

. 1 - 5 1 - 9 = > ” -\ . e
a) Khi x + E <0 (tire la x < —E), v€ phai cua bat phuong trinh am, vé trai

A ~ » - l A Y "= A > A
duong nén trong treong hop nay moi x < g déu la nghiém cua bat
phuong trinh.

. l . 1 T . . N N
b) Khi x + 3 >0 (tre la x 2 —E), hai vé cua bt phuong trinh da cho déu

khéng 4m nén binh phuwong hai v€ clia né ta dwoc bat phwong trinh twong

17 | . ’ ’ 4
duong P T S T y Nhu vay, nghiém cua bat phuong trinh da

cho trong truong hop nay la nghiém cua hé

1

X2 —=—

2

.T2+£>.¥'2+I+l.
4 4

; : .
Giai hé nay ta duoc nghiém la 5 < x <4
Téng hop lai, nghiém ctia bit phrrong trinh di cho bao gém
l l

X<——va-—-—<ux<4
2 2

Két luan. Nghiém cna bat phuong trinh da cho la x < 4.

~ Lo
Bai tap
Tim cédc gi4 tri x thod man diéu kién clia mébi bAt phwrong trinh sau

a)l-(l— I b) ] 2 . 2x :
X“—4x+3

X x+1° .
p) 1
Q) 2] —1+3fx—1< d) 2J1— x >3x+ :

N
D x+ 4
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Chitng minh cac bt phwong trinh sau v6 nghiém

a) .r2+\f.r+8 <-3:

b) Jl £ (| J5 - = %;

c) \/1+x2 —\{7+x2 & L

Giai thich vi sao cdc cap bat phrong trinh sau trong duwong ?
a)-4x+1>0vadx-1<0;
b)2x2 +5<2x— 1va2x? - 2x+6<0;

1 |

c)x+1>0vax+1+ 5 P g
X< +1 v + 1

d) x-1>2xva(2x+ Dax-12xQ2x +1).

Giai ciac bat phrrong trinh sau

3x+1 x-2 1-2x

a
) 2 3 4

b) 2x—-Dx+3)=3x+1<(x=-Dx+3)+x> -5

Giai cdc hé bit phuong trinh

Ox + % <4x +7

2 8x +3

<2x+35;

15.Jr-2:>~2..'r+l
3

b) <
) 3x — 14

2

2(x - 4) <



DAU CUA NHI THUC BAC NHAT

[- PINH Lf VE DAU CUA NHI THUC BAC NHAT

1. Nhj thirc bac nhat

1

Ra) Giai bat phuong trinh —=2x + 3 > 0 va biéu dién trén truc sé tap nghiém ctia né.
b) T &6 hay chi ra cac khodng ma néu x 18y gia tri trong dé thi nhi thiic fix) = -2v + 3
co gia tri

Nhi thitc bdac nhdt doi véi x la biéu thite dang f(x) = ax + b
trong dé a, bla hai s6" dd cho, a# 0.

Trai dau véi hé sé cla x ;
Clung dau véi hé sé cla x.

2, Dau cuda nhi thic bac nhat

DINH LI

\\

(Nh;' thitc f(x) = ax +b 6 gid tri cung ddu véi hé sé a khi x

-~ . . 7 b . - A -
lay cdac gid tri trong khoang[——; +o0 |, trai ddauvor hé so a
a

- At - . . ¥ )r?
khi x lay cac gia tri trong khoang [-—O'J; - —].
a

/

Chirtng minh. Ta c6 fix)=ax+ b= a[hr + E]
a

= ' b b} . i e ,
Véix>—-—thix+—>0nénf(x)= a| x + —| cung dau véi hé s6 a.
a a a

i B b BY g4 g 0 ;
Véix< — —thi x+— <0nén f(x) = a| x + — | trd1 dau véi hé s6 a.
a a a
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] ~ ™ o C >
Cac két qua trén duogce thé hién qua bang sau

b
X — o0 = +5Q
a
fixy=ax+ b trai diu véi a 0 cung dau vdi a

Ta goi bang nay 1a hang xét ddu nhi thire f(x) = ax + b.

; B s s -
Khi x = —— nhi thitc flix) = ax + b c6 gid tri bang 0, ta ndi s6 x; = —— la

a a
nghiém cua nhi thire f{x).
; 5 T e ——
Nghiém x;, = — — cua nhi thitc chia tryc s6 thanh hai khoang (h.28).
a

h 5 B T
e Jix) cung dau voi a
fix) trdi diu véi a / X

Hinh 28

Minh hoa bdang do thi

a>0 a <0

3. Apdung

2
R)ﬂét dau cac nhithic  fix)=3x+2, gx)=-2x+3.

Vidu 1. Xét dau nhi thace f(x) = mx — 1 véi m 1a moét tham s6 da cho.

Giai. Néu m = 0 thi f(x) = -1 < 0, véi moi x.

# I, " 5 - ” - ” . 1
Néu m # 0 thi f(x) la moét nhi thic bac nhat c6 nghiémx, = —.
m
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Ta c¢6 bang xét dau nhi thire f(x) trong hai truedng hop m > 0, m < 0 nhu sau

1
m 50 X — o0 E + o0
() — 0 4
, 3
s B X — a0 " =+ o0
I 4 0 =

II - XET DAU TICH, THUONG CAC NHI THUC BAC NHAT

Gid sit f(x) la mot tich cia nhitng nhi thite bdc nhdt. éip dung dinh li
vé ddu ctia nhi thitc bac nhdt cé thé xét dau titng nhdn tit. Ldp bdang
xét ddu chung cho tdt ca cdac nhi thitc bdc nhdt cé mdt trong flx) ta
suy ra doc ddu cua f(x). Truong hop f(x) la mét thuwong ciing dioc
Xét firong tu.

Vidu 2. Xét dau biéu thic

(4x -1 (x+ 2)_
—Ba

fx) =
Giai
filx) khéng xac dinh khix = % Céc nhi thite 4x — 1, x + 2, =3x + 5 ¢6 céc

: 53 ; I 5 ; , ;
nghiém viét theo thir tur tang 1a -2 ; — ; —. Cac nghiém nay chia khoang

4 3
(= o0, + ) thanh bén khoang, trong mdi khoang cic nhi thic dang xét ¢

ddu hoan toan xac dinh.

b — oD -2 l E + o0
4 3
4x -1 —~ ~ 0 + +
X +2 - 0 + + +
=3x+35 + + o B =
) b0 -0+ | -

91



Tir bang xét dau ta thay

fix)>0khix € (o ;-2) hodcx € [i ,gj ,

| 5
fix) <0 khi x € [—2 : —] hodc x € [— R co] ;
4 3
. i o 1
fix)=0khix=-2 hodcx = E

flx) khéng xdc dinh khi x = % (trong bang ki hiéu bai ll).

ﬁ 3
Xét dau biéu thirc fix) = (2x - 1)(-x + 3).

III - AP DUNG VAO GIAI BAT PHUONG TRINH

A

92

Giai bat phwong trinh fix) > O thue chat 13 xét xem biéu thitc f{x) nhan gii
tri dwong v&i nhimg gid tri nao cua x (do dé ciing bi€t f(x) nhin gid tri Am
véi nhitng gid tri ndo cnia x), 1am nhw vay ta néi da xét ddu biéu thire f(x).

Bat phudng trinh tich, bat phuong trinh chira an & mau thue

Vi du 3. Giai bat phwong trinh

Gidi. Ta bién do6i twong duong bat phuong trinh di cho

L 0 g § B Py o
1l — x l - x l —x

= 0.

r i . ” . X ' » A a ~
Xét dau bieu thuc f(x) = 1 ta suy ra nghiém cua bat phuong trinh da

- X
cholaO<x<1.

4
Giai bat phuong trinh x> - 4x < 0.



2. Bat phudng trinh chira an trong dau gia tri tuyét doi

Mot trong nhitng cdch giai bat phwong trinh chita 4n trong diu gia tri tuyét
dei 1a str dung dinh nghia dé khir dau gia tri tuyét d6i. Ta thudng phai xét
bat phuong trinh trong nhiéu khoang (nira khoang, doan) khic nhau, trén
dé cdc biéu thite nam trong diu gid tri tuyét doi déu cé dau xdc dinh.

Vi du 4. Giai bat phuwong trinh
|—2x + l| +x-3<35.
Giai.
Theo dinh nghia gid tri tuyét déi ta cé
Logad]= {2.\' +1 néu -2x+120
—(-2x + D) néu -2x+1< 0.

Do d6 ta xét bat phuong trinh trong hai khoang

i 1 : , :
a) Véi x < 7 ta c6 hé bat phuong trinh

X < l X < l
f) hay 7]

(-2x+1)+x-3<3 -x <.

LY s . LY l
Hé nay c6 nghiém 1a =7 < x < >

b) Véi x > % ta c6 hé bét phuong trinh

2 —
) hay 2
X< 3

(2x—1)+x—3<d

X &
W . 5 A

Hé nay c¢6 nghiém la e LX% I,

Téng hop lai tip nghiém ctia bat phwong trinh di cho 14 hop ctia hai khoang

[—7;—1- va [L;Z‘a].
2 2

Két ludn. Bat phurong trinh da cho c¢6 nghiém 1a —7 < x < 3.
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L2

7Y]

Bdng cdch dp dung tinh chdt cia gid tri tuyét dot (§1) ta co

thé dé dang giai cdc bdt phwong trinh dang |f(r)| <a va

|f(x)| >a voi a > 0da cho.

Ta co

If ()| < a & -a<fix)<a
[F(0)| = @ © fix) < ~a hogc fix) = a.

(a > 0)

Xét diu cdc bi€u thic
a) flx) = (2x - 1)(x +3) ;
-4 3

c) flx) = -

U 3x+1 2-x

Giai cdc bit phrong trinh
) |

a) <

=l Exil

| 2 3

c) —+ < :

x x+4 x+3
Giai cdc bt phwong trinh

.
L]

L]

a) I5x — 4| > 6 :

Bai tép

b) f(x) = (=3x = 3)(x + 2)(x + 3) ;
d) fx) = 4x° - 1.

b) 1 & : ;
x+1 (x-1)7?
2
d) % —23.1f+1 s
X< =1
by |=3 | | 10 |

< ;
..1'+2| |.rh l|

BAT PHUONG TRINH BAC NHAT HAI AN

[ - BAT PHUONG TRINH BAC NHAT HAI AN

94

Ta cling gap nhitng bit phwong trinh nhiéu 4n s&, chang han

2.r+3-=3—z<3;3..\‘+2y<1.

Khix =-2, y=1, z= 0 thi v€ trai bat phuong trinh thir nhit cé gia tri nho
hon v€ phai cta né, ta néi béo ba s6 (x; y;z)=(-2; 1; 0)la mét nghiém

ctia bat phrong trinh nay.



Tuwong tw, cap s6 (x; y) = (1 ; —=2) la mot nghiém caa bat phuong trinh thit hai.

Bdt phuong trinh bdac nhdt hai dn x, y ¢6 dang téng qudt la
ax+ by < ¢ (1)
(ax +by<c;ax+byzc;ax+by>c)
trong dé a, b, ¢ la nhitng ao “thue da cho, a va b khéng déng
thoi bdang 0, x va y la cdc dn s6.

II - B;éU DIEN TAP NGHIEM CUA BAT PHUONG TRiINH BAC NHAT
HAI AN

Ciing nhu bat phwong trinh biac nhdt mét 4n, cdc bat phuwong trinh biac nhat
hai 4n thudng cé vé s6 nghiém va dé mo ta tap nghiém clia ching, ta sir
dung phrong phép biéu dién hinh hoc.

Trong mdt phdng toa dé Oxy, tdap hop cdc diém cé toa dé la
nghiém bdt phiwong trinh (1) diroc goi la mién nghiém cia né.

Ngudi ta di chitng minh dwoc rang trong mat phang toa dé Oxy, dudng
thang ax + by = ¢ chia mat phang thanh hai nira mat phang, mot trong hai
nira mat phang dé 1a mién nghiém ctia bit phwong trinh ax + by < ¢, nira
mit phang kia 12 mién nghiém cta bit phuong trinh ax + by = c.

Tir d6 ta ¢6 quy tdc thuc hanh biéu dién hinh hoc tip nghiém (hay biéu
dién mién nghiém) clia bat phuong trinh ax + by < ¢ nhu sau (tuwong tu cho
bat phwong trinh ax + by = ¢)

Buée 1. Trén mdt phdng toa dé Oxy, vé diromg thang A :
ax + by=c.
Budce 2. Ldy mot diém My (xo5¥y) khéng thugc A (ta thiong
ldy géc toa dé O)
Buoe 3. Tinh axy + by, va so sanh axy + by, voi c.
Budoc 4. Két ludn
Néu axy + by, < c thi ma mat phang bo' A chita
M, la mién nghiém ciia ax + by < c.
Néu axy + by, > c thi nia mdt phing bo A khéng
chita My la mién nghiém cua ax + by < c.
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CHU Y
Mién nghiém cua bat phuong trinh ax + by < ¢ bd di dudng
thang ax + by = ¢ 1a mién nghiém ctia bat phwrong trinh

ax + by < c.

Vidu 1. Biéu dién hinh hoc tip nghiém ctia bat phuong trinh bac nhat hai 4n
x4y £ 3,

Giai

V& dudng thang A : 2x + y = 3.

Lay gbc toa d6 O(0 ; 0), ta thady O ¢ A va

c6 2.0 + 0 < 3 nén nira mat phang bd A

chita géc toa d6 O 1a mién nghiém cta bat

phuong trinh di cho (mién khéng bi t6

dam trong hinh 29).

1

Biéu dién hinh hoc tap nghiém clia bat phuong
trinh bac nhat hai an

-3x+2y>0.

Hinh 29

III - HE BAT PHUONG TRINH BAC NHAT HAI AN
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Twong tu hé bat phwong trinh mét 4n

Hé bdt phuong trinh béic nhdt hai dn gém mot s6 bdt phwong
trinh bdc nhdt hai dn x, y ma ta phdi tim cdc nghiém chung
ciia chiing. Moi nghiém chung dé dwoc goi la mét nghiém ciia
hé bdt phuong trinh dd cho.

Ciing nhut bdt phuwong trinh bédc nhdt hai dn, ta cé thé biéu dién
hinh hoc tap nghiém ciia hé bdt phicong trinh bdc nhdt hai dn.
Vidu 2. Biéu dién hinh hoc tap nghiém ctia hé bat phirong trinh bac nhat hai 4n
(3x+ y<6
X+ y=s4
x =0

y = 0.




Gidi. V& cic dudng thang y
(dy):3x+y=6
(dy):x+y=4
(d3) : x =0 (truc tung)
(dy) : y=0 (truc hoanh).
Vi diém M(1 ; 1) 6 toa do thod man

tit ca cdc bt phwong trinh trong hé
trén nén ta t6 dim cac nira mat phang

bd (d,), (d,), (d3), (d4) khoéng chita
diém M. Mién khéng bi t6 dam (hinh
tir gide OCIA ké ca bén canh Al IC,
CO, OA) trong hinh v& (h.30) 13 mién
nghiém cua hé di cho. Hinh 30

2
ﬁBiéu dién hinh hoc tap nghiém clia hé bat phuang trinh bac nhat hai an
2x—= y=3
2x+3y512x 13,
IV — AP DUNG VAO BAI TOAN KINH TE

Giai mot s6 bai todan kinh té€ thuong dan dén viéc xét nhirng hé bat phwong
trinh bac nhit hai 4n va gidi ching. Loai bai todn nay duoc nghién cifu
trong mot nginh toan hoc c6 tén goi la Quy hoach tuyén tinh. Sau day ta sé&
xét moét bai toan don gian thudc loai dé.

Bai toan. M6t phan xudng c6 hai miy dac ching M;, M, san xuit hai

loai san phdm ki hiéu 13 I va II. M6t tin san phim loai I 14i 2 triéu déng,
mot tAin san pham loai II 14i 1,6 triéu déng. Muén san xuit mot tin san

phdm loai I phai ding mdy M, trong 3 gid va mdy M, trong 1 gid. Muén
san xudt mot tin san pham loai II phai ding miy M, trong | gid vd may
M, trong 1 gid. Mot may khéng thé dung dé sin xuit déng thdi hai loai
san phim. Mdy M, lam viéc khéng qua 6 gio trong mét ngay, may M,
moOt ngay chi lam viée khong qua 4 gio. Hiy dat k€ hoach san xuét sao cho
tong s6 tién 1ai cao nhat.

Gidi. Goi x, y theo thit twr 12 s6 tin san phim loai I, loai II san xuAt trong
mot ngay (x = 0, y = 0). Nhur vy tién 1ai moéi ngay 1a L = 2x + 1,6y (triéu déng)
va s6 gio lam viéc (mdi ngay) ctia may M 1a 3x + y va mdy M, la x + y.
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Viméi ngay miay M, chi lam viéc khéng qua 6 gid, may M, khong qua 4 gio
nén x, y phai thoa man hé bat phrong trinh

3x+y<6
x+y<4
X >0
y =0

(2)

Bai toan tré thanh

Trong cdc nghiém cua hé bat phwong trinh (2), tim nghiém (x = xg ; ¥y = ¥p)
sao cho L = 2x + 1,6y 16n nhat,

Mién nghiém cta hé bt phuong trinh (2) 12 tit gidc OAIC ké ca mién trong
(goi 1a mién tit gidc OAIC) xem vi du & muc III hinh 30,

Neudi ta chimg minh duoe rang biéu thite L = 2x + 1,6y dat duoc gid tri 16n
nhat tai mot trong cic dinh cta tif gide OAIC (xem bai doc thém). Tinh gi4 tri
ctia bi€u thite L = 2x + 1,6y tai tit ca cdc dinh ctia tit gidc OAIC, ta thiy L 16n
nhat khix=1, y= 3.

Viy dé cé s6 tién 1di cao nhat, méi ngdy cdn san xuét 1 tdn san phim loai I
va 3 tin san phdm loai II.

L

BAI POC THEM

PHUONG PHAP TIM cUC TR| CUA BIEU THUC
F = ax + by TREN MOT MIEN DA GIAC

Bai toan. Tim gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat cla biéu thirc F = ax + by (a, b |2
hai s6 da cho khéng déng thdi bang 0), trong d6 x, v 1a cac toa d6 cla cac diém



&

E‘H

thuéc mién da giac AjA,... A A4 ... A,. Xac dinh x, y dé F dat gia tri I16n nhat,
nhd nhat.

Giai (h.31). Ta minh hoa cach giai trong
trusng hop n = 5 va chi xét truéng hop
b > 0 (cac truong hdp con lai xét tudng
tu). Gid sir M(xy ; yg) 1a mot diém da cho
thuéc mién da giac. Qua diém M va moi
dinh clia da giac, ké cac dudng théng
song song Vi dudng thdng ax +hy= 0.
Trong cac dudng thdng dé, dudng
th&ng qua diém M cé phuong trinh

ax+ by = axy+ by,

axy + by, ]

va cat truc tung tai diém N[O; ;
gl

Vi b > 0 nén ax + by, 16n nhat khi va chi Hinh 31

Caxg + by, o
khi “f—“ I6n nhat.
?

Trén hinh 31, F = ax + by 16n nhat khi (x; y) 12 toa dé cla diém Ay, bé nhat khi (x; y)
la toa d6 diém A,.

Tém lai, gia tri 16n nhat (nhd nhat) cla biéu thic F = ax + by dat dudc tai mét trong
cac dinh clia mién da giac.

b | A
Bai tap
Bi€u dién hinh hoc tip nghiém ctia cdc bat phrong trinh bic nhét hai 4n sau.

8) - 2 + 2 yp—~2ye AL i~} ; b) 3(x— 1)+ 4(y— 2)< S5x -~ 3,

Biéu dién hinh hoc tip nghiém ctia cdc hé bat phuong trinh bac nhat hai 4n sau.

e

X ¥y _

Xi—lye U §+E o 1

a) s x+ 3y >-2 b) \_+l_ﬁ<2

Y B TTE 2
20,

Cé ba nhém may A, B, C dung dé san xuit ra hai loai san pham I va II. Dé
san xudt mot don vi san pham méi loai phai lin hrot diing cdc mdy thude
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cdc nhém khac nhau. S6 mdy trong moét nhém va s6 mdy cia ting nhém
s . 2 S e . o 3 o oy .

can thi€t dé san xuét ra mét don vi san pham thude méi loai duwoc cho trong

bang sau

s S6 mdy trong tirng nhém dé san xu4t ra
Nhém S6 IP'ay ong mot don vi san phadm
moi nhém ' :
Loai I Loai II
10 2 2
B 4 0 2
12 2 4

Mot don vi san phiam I 13i 3 nghin déng, moét don vi san pham II 13i 5 nghin déng.
Hay lap phrrong 4n dé viéce san xuat hai loai san pham trén ¢4 1di cao nhat.

Huéng ddn : Ap dung phrong phdp gidi trong muc IV,

9'_' DAU CUA TAM THUC BAC HAI

I- PINH LI VE DAU CUA TAM THUC BAC HAI

1. Tam thire bac hai

A
1) Xét tam thirc bac hai f(x) = -5k +4. Tinh f(4), (2), fi-1), f(0) va nhan xét vé
dau cla chung.

Tam thitc bdc hai doi véi x la biéu thite ¢6 dang fix) = ax? + bx + 2,

trong dé a, b, ¢ la nhitng hé s6, a = 0.

2) Quan sat d6 thi ham s8 y = x> - 5x +4 (h. 32a)) va chi ra cac khoang trén dé
d6é thi & phia trén, phia duéi truc hoanh.
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3) Quan séat cac dé thi trong hinh 32 va rit ra mdi lién hé vé dau clia gia i £ (x) = ax? + bx +¢

(ing vdi v tuy theo dau clia biét thitc A = h? - dac .

A vA
4 4

\ ) \

2 - 7 e
ol\ T /4 * ol 2 X %
of N\
-2
a) h) <)
Yy = .\'2 -x+4 y= .\'2 -4x+4 y= .\'2 —4x+5
Hinh 32

2, Dau cda tam thuc bac hai

Ngudi ta dd chitng minh dwoc dinh 1i vé ddu tam thitc bdc hai sau day

DINH LI

ﬁhof(,r) = ax?> + bx+c (a#0), A= b - dac. \

Néu A <0 thi f(x) luén ciing ddu voi hé sé a, véi moi x € R .

5 ¢ g e y _ -b
Néu A= 0 thi fix) luén cung dauvor hé soé a, triv khi x = %
a

Néu A > 0 thi fix) cing ddu voi hé 6 a khi x < x hodc x > x,, trdi

ddu véi hé s6 a khi x; < x < x, trong dé xy, x, (x| < x,) la hai
Qghié‘m cia fix). /

CHU Y

Trong dinh 1f trén, c¢6 thé thay biét thicc A = b - dac bang
biét thitc thu gon A' = (1’9')2 — ac.
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Minh hoa hinh hoc

Dinh 1i vé ddu cta tam thitc bac hai ¢é minh hoa hinh hoc sau (h.33).

A=l A=1 A>0
vk 4
+ + +\ + +
a's 0 + + + + +
T T ¥ * Xy X f*
O T Ol b T T x
a1 =
AL A=) A>0
X ‘ -‘_“ _'L"
sl :
ol "7 " ol %~

=

A

o |

~._'0
Y
>
--.~'\|
<
2 |
S

Hinh 33

3. Ap dung
Vidul
a) Xét diu tam thirc f(x) = x> +3x-5.
b) Lap bang xét diau tam thic f(x) = Do Bl J
Giai
a) fix) c6 A= -11<0,hé s6 a=-1<0 nén fix) <0, véi moi x.
1
b) flx) = 2277 —5x+2 c6 hai nghiém phan biét x; = 5 Xy =2, hé

s6 a=2>0.
Ta ¢6 bang xét ddu f{x) nhu sau
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ﬁ 2
Xét dau cac tam thirc

a) f(x)=3x> +2x-5: b) e(x) = 9x% — 24x + 16,
Twong tw nhu tich, thwong cta nhitng nhi thitc bac nhat, ta cé thé xét dau
tich, thuwong cta cdc tam thie bac hai.
Vidu 2. Xét ddu biéu thite

2

, 2x = x|
f(‘f) - 5 '
x° -4
Gidi. Xét ddu cdc tam thite 2x% — x — 1 va x2 — 4 réi lap bang xét dau f(x)
ta duroc
2 : l 2 +
X —a0 —~ —— 0
2
Do g T T b = 0 =+ | e
24 + 0 - | - I - 0 +
£(x) + ] - o + o - | +

II - BAT PHUGNG TRINH BAC HAI MOT AN

1. Bat phuong trinh bac hai

Bit phuong trinh bdc hai dn x la bdt phiwong trinh dang
2 " 2 2

ax  + bx + ¢ <0 (hodc ax” + bx + ¢ <0, ax” + bx + ¢ > 0,
2 . ; o ix i

ax” + bx+ ¢ =z0), trong dé a, b, ¢ la nhitng 56 thuc dd cho, a # 0.

2. Giai bat phuong trinh bac hai
Giai bat phuong trinh bac hai ax> + bx + ¢ < 0 thue chat 1a tim céc

khoang ma trong dé flx) = ax” + bx + ¢ cung diu véi hé sé a (truong hgp
a < 0) hay trdi dau véi hé s6 a (truong hop a > 0).

R

Trong cac khoang nao
a) f(x)= —2x2 +3x + 5 trai dau véi hé sé cla 29

b) g(x) = -3x° +7x — 4 cling d&u véi hé sé cla 27 &
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Vi du 3. Giai cic bat phuong trinh sau

a) 3x2 +2x+5>0 ; b) -2x2 +3x+5>0:
¢) 3x2+Tx-4<0; d) 9x% - 24x +16 > 0.
Gidi

a) Tam thire f(x) = DT T N T 0, hé s6 a =3 > 0 nén
fix) luén duong (cung diu véi a).

Do dé6 tap nghiém cua bat phuong trinh 3+ 20+ 5>01a (—o0 ; +0),

b) Tam thirc f(x) = —2x% + 3x + 5 ¢6 hai nghiém lax, = -1 ; x;, = g, hé

s6 a = -2 < 0, nén f(x) luén duong véi moi x thude khoéng[—l ,%} i

, . ) — 5
Vay bat phuong trinh 2% +3v+5>0c6 tdp nghiém la khoang [—1; 5]

c) Tam thitc fix) = _32% + 7x — 4 ¢6 hai nghiém lax; =1; x, = %, hé s6

4
a= -3 < 0, nén flx) luébn am véi moi x thudéc khoang (— ; 1) hoac (E e 00].

Vay tiap nghiém cua bat phuong trinh 3+ Tx-4<0R
(—oo, ) v [% D+ co].

d) Tam thitc f(x) = 9x% - 24x+16 c6he s6 a=9, A’= 122 - 9.16 = 0,

4 4 4
fix) c6 nghiém kép x = 5 nén f(x) >0 véimoi x # 3 va flx) = 0 véix = =

Vay bit phwong trinh Ox* - 24x+ 16> 0 nghiém ding véi moi x.

Vidu 4. Tim cédc gi4 tri ctia tham s& m dé phwong trinh sau c¢é hai nghiém
trai diu

I ® = (m2 -m+ Dx + o2m® —3m-5=0.
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Giai. Phuong trinh bac hai s& ¢6 hai nghiém trdi ddu khi va chi khi cédc hé
s a va ¢ trai diu, tirc 1a m phai thoa min diéu kién

2(2mz—3m—$ <0< 2m°-3m-5<0.
. ? 3 5
Vi tam thire fim) = 2m® - 3m — 5 c6 hai nghiém lam; = -1, my = o) va hé
s6 clia m? dwong nén

2m2—3m—5<0<:>—1<m<§-

Két ludn. Phuong trinh da cho 6 hai nghiém trai ddu khi vd chi khi

-l<m<—.

Bai tép
Xét diu cdc tam thitc bac hai
a) 5x° — 3x 4+ 1; b) —2x° + 3x + 5 ;
c) x>+ 12x + 36 ; d) (2x - 3)(x + 5).

Lap bang xét dau cdc bi€u thic sau

a) flx) = (3x” - 10x + 3)(dx— 5) ;

b) flx) = (3x” — 4x)(2x” — x - 1) ;

¢) fx) = (4x% = 1D)(=8x* + x - )H(2x + 9) ;
Bx® - M3 - x%)

d) fx) = =22
Ax“+x -3
Giai cdc bat phuong trinh sau
a)4,r2—.r+1<0; b)—3,r2+x+420;
c) : < 2 : d)xz—x—GSO.

”‘,2 -4 3ur2 +x-4

Tim cdc gia tri ctia tham s6 m dé cdc phuong trinh sau v6 nghiém
a) (m—2)x% +202m - 3x+5m-6=0;
b) 3 - m)x2 —2m+3)x+m+2=0.
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ON TAP CHUONG IV

Str dung d4u bit dang thitc d€ viét cdc ménh dé sau

a) x la s6 duong ;

b) y la s6 khéng am ;

¢) Véi moi s6 thue a, |a] 13 s6 khéng am ;

d) Trung binh céng cua hai s6 duwong a va b khéng nhd hon trung binh
nhan ctia ching.

Cé6 thé rit ra két luan gi vé dau ctia hai s6 a va b néu biét
a
a) ab> 0 ; b);>0;

¢)ab<0: d) L <09

b

Trong céc suy ludn sau, suy ludn nao dung ?

X1 ¥ <] Y
(A) =Sy L (B) =il ] 22
Gl y <l ¥
UD<x <1 X<
(C) =ay< 1 (D) = x—pig 0,
y<l y<l

Khi cAn mot vat véi dé chinh xac dén 0,05kg, ngudi ta cho biét két qua 1a
26.4kg. Hiy chi ra khéi luwong thuce ctua vat dé nam trong khoang no.

Trén cling moét mat phang toa d6, hiy vé d6 thi hai ham s6 y = f(x) = x + |

v y = g(x) = 3 — x va chi ra cdc gid tri nao cta x thoa mén :

a) flx) = g(x) ;

b) f(x) > g(x) ;

c) flx) < g(x).

Kiém tra lai két qua bang cich giai phwong trinh, bit phirong trinh.

Cho a, b, ¢ 1a cdc s6 duong. Ching minh rang
u+h+ b+('+('+ﬁ'

¢ a b

> 0.




7. Diéu kién ctia mot bat phuong trinh 14 gi ? Thé nao 1a hai bat phuong trinh
twrong dwrong.

8. Neéu quy tac biéu dién hinh hoc tip nghiém ctia bat phwong trinh ax + by < c.
Phit biéu dinh 1i vé d4u clia tam thirc bac hai.

10. Cho @ >0, b > 0. Chitng minh rang

a b
T;+—J?2JE+JE.

11. a) Bing cich sir dung hang dang thic a® — b> = (a — b)(a + b) hiy xét ddu

Elx)= xt—xt = G
o
x> - 2x

b) Hay tim nghiém nguyén cua bt phuong trinh sau

va g(x) = A 0

.r(x3 -x+6)>9,.

12. Cho a, b, ¢ 14 d6 dii ba canh ctia mét tam gidc. Sir dung dinh 1i vé diu clia
tam thitc bac hai, ching minh ring

Blx? - (h2 e (12)r pe® » 0, Vx.

13. Biéu dién hinh hoc tAp nghiém ctia hé bit phuong trinh bac nhit hai 4n

Bx+y 2 g
x =2 y-3

2y 2 8=

y < 6.

Bai tdp trac nghiém
Chon phiwong an diing trong cdc bai tdp sau
14. S6 -2 thubc tip nghiém cua bat phuong trinh

(A) 2x+1>1-x; (B) (2x+ 1)1 -x)< x2 :
|

| — x

(C) + 2250 ; (D) (2—_1‘)(_1'+2)2<0.

107



15. Bat phuong trinh (x + 1)\/; < 0 tuwong duong véi bat phuong trinh

(A)  x(x+1D2<0; (B) (x+Dfx <0;
©  (x+D2x<0; D) (+D>Jx<o.

16. Bit phuong trinh mx® + (2m — Dx+ m+1 < 0 cé nghiém khi
(A) m=1; (B wm=3:
(C) m=0; (D) m=0,25.
17. Hé bét phuong trinh sau v6 nghiém
2 2
,1'2—2,1‘110 x" ~dz 0

(A) 5 (B) | |
2xd]l @3+ |

< 5
X+2 x+1

x-1<2
2x +1| < 3.

r.rz -5x+2<0
(© (D)

2 +8x+1<0:

108



THONG HE

THONG HE

Thong ké la khoa hoc nghién ciu cac phuong phap

thu thap, phan tich va xu li cac s6 liéu nham phat hién cac
quy luat théng ké trong tu nhién va xa hoi. Chuong nay
giup hoc sinh nam viing mét s6 phuong phap trinh bay s6 liéu
(bang bang, biéu do) va thu gon sé liéu nho cac s6 dac trung.



BANG PHAN BO TAN sO
VA TAN SUAT

I- ON TAP

1. S6 liéu théng ké
Khi thuc hién diéu tra théng ké (theo muc dich da dinh truéc), cin xéc
dinh tap hop cic don vi diéu tra, ddu hiéu diéu tra va thu thap cac s6 liéu.
Vidu 1.

Khi diéu tra "Nang suét lia hé thu nam 1998" cta 31 tinh, ngudi ta thu thap
duogc cdc s6 liéu ghi trong bang dudi day

Ndng sudt liia hé thu (ta/ha) nam 1998 cia 31 tinh

30 30 25 25 35 45 40 40 35 45
25 45 30 30 30 40 30 25 45 45
35 33 30 40 40 40 35 35 35 33 35

Bang 1

Tap hop cdc don vi diéu tra 1a tip hop 31 tinh, méi mét tinh 14 mot don vi
diéu tra. DAu hiéu diéu tra 12 ndng sudt lia hé thu nam 1998 ¢ mai tinh.
Cédc s6 liéu trong bang 1 goi 1a cdc s6 liéu thong ké, con goi 1a cdc gia tri
clia ddu hiéu.

2, Tansd
Trong 31 s6 liéu théng ké & trén, ta thay ¢d 5 gid tri khic nhau 1a

X1 =25;xy=30;x3=35;x,=40;x5=45.

Gia tri x; = 25 xudt hién 4 1an, ta goi n; = 4 1a tan s6 cua gia tri xq.
Tuong tu, n, =7 ;n3=9;ny=06; ns=>51lan lugt 1a tin s6 cla céc gia tri
.Yz : ."(3 . .\"4 % .-"5.
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II - TAN SUAT

Trong 31 s6 liéu théng ké & trén, gia tri vy c6 tdn s6 1a 4, do d6 chi€m ti lé

la im 12,9% .
31

Ti s6 % hay 12,9% dwoc goi la tan sudt clia gia tri x,.

Tuwong tu, cdc gid trix, ; x3; x4 X5 l4n lwot 6 tan sudt la
l% 22,6% ; £ ~ 29,0% ;i ~ 19,4% ; B ~ 16,1%.
31 31 31 31

Dura vao cdc két qua da thu duoc, ta lap bang sau

Ndng sudt liia hé thu nam 1998 cua 31 tinh

a at lu o ’ ;
quﬁgjﬁi) ta Tan so6 Tan suat (%)
25 4 12,9
30 7} 22,6
35 0 29,0
40 6 19,4
45 5 16,1
Cong 31 100 (%)

Bang 2

Bang 2 phan dnh tinh hinh nang suét lia cua 31 tinh, duoc goi 1a bang
phdn bé tan sé va tan sudt.

Né&u trong bang 2, bd cot tan s6 ta dwoc bang phdn bé tan sudt ; bd cot tan
sudt ta duoc bang phdn bé tan sé.

III - BANG PHAN BO TAN SO VA TAN SUAT GHEP LGP

Vi du 2. Dé chuin bi may déng phuc cho hoc sinh, ngudi ta do chiéu cao
cia 36 hoc sinh trong mét 16p hoc va thu duge céc s6 liéu théng ké ghi
trong bang sau

Chiéu cao ctia 36 hoc sinh (don vi : cm)
158 152 156 158 168 160 170 166 161 160 172 173

150 167 165 163 158 162 169 139 163 164 161 160
164 159 163 155 163 165 154 161 164 151 164 152

Bang 3
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Pé xdc dinh hop 1i s6 luong quin 4o cin may cho méi "kich ¢&" ta phan
I6p cdc s6 liéu trén nhu sau

Lép 1 gobm nhitng sé do chiéu cao tir 150 ecm dén dudi 156 cm, ki hiéu 1a
[150 ; 156) ;

Lép 2 gom nhig s6 do chiéu cao tir 156 cm dén dudi 162 cm, ki hiéu la
[156 ; 162) ;

Lép 3 gébm nhitng s6 do chiéu cao tir 162 cm dén dudi 168 cm, ki hiéu 1a
[162 ; 168) ;

Lép 4 géom nhimng s6 do chiéu cao tir 168 cm dén 174 cm, ki hiéu 14
[168 ; 174].

Ta thiy c6é 6 s6 liéu thudc vao 16p 1, ta goi ny = 6 la tan s6 ciia lop 1.
Ciing vay, ta goi ny = 12 la tin s6 clia 16p 2, ny = 13 Ia tan s6 cua 16p 3,

ny =5 latan s6 cua 16p 4.

Céc ti s6

: 6 : 12
= —x16,7% : = —w~ 33,3% ;
hi 36 o 36 8
13 5
= —wn 36,1% ; = —~ 13,9%

duge goi 1a tan sudt cia cdc lop tuong tng.

Cac két qua trén duoc trinh bay gon trong bang dudi day

Chiéu cao cria 36 hoc sinh

L6p 86-do chifu cao Tan sé Tan suat (%)
(cm)
[150 ; 156) 6 16,7
[156 ; 162) 12 33,3
[162 ; 168) 13 36,1
[168 ; 174] 5 13,9
Cong 36 100 (%)

Bang 4
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Bang 4 diroc goi la bang phdn bé tan sé va tan sudt ghép lop.
Néu trong bdang 4 bo cét tdn s6 thi sé cé6 bang phdn bé tdn
sudt ghép lép, bo cot tan sudt thi sé 6 bang phdn bé tan sé
ghép lop.

~ ? 2 # * , I # =~ =
Bang 4 & trén cho ta co s& dé xdc dinh s6 lwong quan 4o can may cua moi

¢d (twong tng véi mbi 16p). Chang han, vi s6 hoc sinh ¢6 chiéu cao thude

I6p thit nhit chiém 16,7% téng s6 hoc sinh, nén s& quin 40 cin may thudc

cd twong g véi 16p dé chi€m 16,7% s6 lwong quan 4o cin may. Ta cing
¢ két ludn trong twr déi véi cac 16p khic.

Né&u 16p hoc ké trén dai dién duge cho toan truong thi cé thé 4p dung két
qua dé dé may quin 4o cho hoc sinh ca trudng.

RCho cac so6 liéu théng ké ghi trong bang sau

Tién 1ai (nghin déng) clia moi ngay trong 30 ngay
dudc khao sat & mot quay ban bao

81
51

37 74 65 31 63 58 82 67 /7 63 46 30 83 73
44 52 92 93 53 85 77 47 42 57 57 85 55 64

Bang 5

Hay lap bang phan bé tan suat ghép 16p véi cac I8p nhu' sau
[29.5 : 40,5), [40,5 : 51.5), [51,5 ; 62,5, [62.5 : 73.5), [73.5 : 84.5). [84,5: 95.5].

Bdi tép

1. Cho cdc s6 liéu théng ké ghi trong bang sau

Tuoi tho cua 30 béng dén dién dwoc thdp thit (don vi : gio)

1180
1160
1170
1170
1170

1150 1190 1170 1180 1170
1170 1160 1150 1190 1180
1170 1170 1190 1170 1170
1180 1170 1160 1160 1160
1160 1180 1180 1150 1170

a) Lap bang phan b6 tin s6 va bang phan bé tan suit,

b) Dua vao két qua clia cAu a), hidy dua ra nhin xét vé tubi tho clia cic
béng den nodi trén.
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Cho bang phén b6 tin s6 ghép 16p sau

Do dai cua 60 la dwong xi truong thanh

Lép cua do dai (cm) Tan s6
[10 : 20) 8
[20 : 30) 18
[30 ; 40) 24
[40 ; 50] 10
Coéng 60

Bui duong xi
a) Lap bang phan bé tan suit ghép 16p.
b) Dua vao két qua cia cau a), hiy néu ro trong 60 14 duong xi dwoc khao sat
S6 14 ¢6 do dai dudi 30 cm chi€m bao nhiéu phan tram ?
S6 14 ¢6 dé dai tir 30 cm dén 50 em chi€m bao nhiéu phan tram ?
Cho cédc s6 liéu théng ké ghi trong bang sau

Khéi hiiong cria 30 cui khoai tdy thu hoach duoc o néng triueong T (don vi : g).

90 i3 88 99 100 102 111 96 79 g3
81 94 96 93 83 82 90 106 103 116
109 108 112 87 14 91 84 97 85 &)

114

Lap bang phan bé tan sé va tan suat ghép 16p, véi céc 16p sau
[70:80); [80:90); [90:100);: [100:110);: [110; 120].

Cho céac s6 liéu théng ké ghi trong bang sau

Chiéu cao ciia 35 cdy bach dan (don vi : m)

6,6 Ly 8,2 8,2 18 7,9 9,0 8,9 8,2
1,2 15 8,3 1.4 8,7 7,17 7,0 9.4 8,7
8,0 1.7 1.8 8,3 8.6 8,1 8,1 0,3 6,9
8,0 7,6 7,9 1,3 8,5 8,4 8,0 8,8




a) Lap bang phin b6 tan suat ghép 16p, véi cdc 16p sau
[6,3 ; 7,0 :[7,0; 7,0); [1,5;8,0) i [B,0; 8,3 ; [8,3 ; 9,0) ; [3,05 9,5].

b) Dua vao két qua cta ciu a), hiy néu nhan xét vé chiéu cao ctia 35 cay
bach dan néi trén.

I - BIEU PO TAN SUAT HINH COT VA PUSNG GAP KHUC TAN SUAT

Ta c6 thé mod td mot cach trire quan cdc bang phin bé tin suat (hodc tin
s6), bang phan b6 tin suit (hoac tin s6) ghép 16p bang biéu dé hoac dudng
gap khuc.

1, Biéu dé tan suat hinh cot

Vidu 1. D& mé ta bang phan bé tin suat ghép 16p (bang 4) trong §1, c6 thé
vé biéu do tdan sudt hinh cot sau (h.34).

Tdn sudt &

BT [ eiimomsmrmimtsacsiesen
383 [ ------—---------

20..
16,7 |-------
SLlEelt 00 s

-
1 150 156 162 168 174 Chiéu cao

Hinh 34. Biéu do tan sudt hinh cot vé chiéu cao (¢cm) ciia 36 hoc sinh.
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2. Pudng gap khic tan suat

Bang phan bé tin suit ghép 16p ké trén (bang 4) ciing ¢6 thé dwge mo ta

bang mot dudng gap khiic, vé nhu sau.

£3 - x ~ , . , - i - A ~
Trén mat phang toa do, x4c dinh cic diem(c;; f;),i= 1,2, 3,4, trong d6 ¢; la

trung binh céng hai miit cliia 16p 7 (ta goi ¢; la gid tri dai dién ciia l6p 7).

e ” 2 P . ? o o G i .2 . . ] .
V€& cédc doan thang néi diém (cj. : ff) véi dlcm((Hl L fr‘+1)° i=1,2 3, ta

thu dwoc mot dudng gap khiic, goi 13 duwong gdp khiic tan sudt (h.35).

Tan sudt h

36,1
33.3

20 4
16,7
13.9

-

—L
0

1
ﬁCho bang phan bé tan suit ghép I6p sau

168 17
(('_l;i

Hinh 35. Puong gdp khiic tdan sudt vé chiéu cao (¢cm) cia 36 hoc sinh.

Chiéu cao

Nhiét dé trung binh cla thang 12 tai thanh phé Vinh tir 1961 dén 1990 (30 nam).

Lép nhiét dé (°C) Tan suét (%)
[15;17) 6.7
[17:19) 433
[19:21) 36,7
[21 ;23] 33

Céng 100 (%)

Bang 6

Hay mé td bang 6 bang cach vé biu d6 tan suat hinh cot va dudng gdp khuc

tan suat.
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3, Chay

Ta ciing c6 thé mé td bang phin b6 tin s6 ghép 16p bang bi€u dé tin s6
hinh c6t hoac dudng gip khic tin s6. Cdch vé ciing nhu cdch v& biéu do
tan sudt hinh c6t hoac dudng gip khiic tan suét, trong dé thay truc tan suat
boi truc tin s6.

IT1 - BIEU PO HINH QUAT

Ngudi ta con diing biéu dé hinh quat dé€ moé ta bang co ciu trong vi du duéi day

Vidu 2. Cho bang 7

Co cdu gid tri san xudt céng nghiép trong nuéc nam 1997,
phdn theo thanh phan kinh té’

Céc thanh phin kinh t& S6 phan tram
(1) Khu vue doanh nghiép nha nude 23.7
(2) Khu vue ngoai quéc doanh 47,3
(3) Khu vure dau tr nwrde ngoai 29,0
Coéng 100 (%)
Bang 7
Hinh 36a duéi day 1a biéu dé hinh quat mé ta bang 7.
[19:21) e
115 17)

[17;19)

a) b)
Hinh 36

CHU Y
Céc bang phan bé tin suéit ghép 16p ciing ¢6 thé mé ta bang biéu
dé hinh quat, chiang han hinh 36b mé ta bang 6.
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2
RDU&I vao biéu dé hinh quat cho & hinh 37 dudi day, hay |ap bang co cau nhu trong
vidu 2.

(1) Khu vuc doanh nghiép nha nude
(2) Khu vuc ngoai quéc doanh
(3) Khu vuc ddu tu nude ngoai

Hinh 37. Biéu dé hinh quat vé co cdu gid tri san xudt cong nghiép trong nuéc nam 1999,
phdn theo thanh phan kinh té'(%).

Bai tép

1. Hiy m6 ta bang phan bé tin suit ghép 16p di duoc lap & bai tap s6 2 cla
$1 bang cich v& biéu dé tan suat hinh co6t va dudng gip khic tin suit.

2. Xét bang phin bé tin s6 va tan suédt ghép 16p da dwoc 1ap & bai tap s6 3 caa §1.
a) Hiy v& bi€u d6 tan suat hinh c6t, dudng gap khiic tin suAt.
b) Hay v& biéu d6 tin sé hinh c6t, duwdng gap khic tin s6.
c¢) Dura vao biéu db tin suat hinh cot di vé & ciu a), hdy néu nhin xét vé
khéi lwong cua 30 ct khoai thy duge khao sat.

3. Dura vao bi€u dé hinh quat duéi day (h.38), hdy l1ap bang co ciu nhir trong
vidu 2.

(1) Khu vuc doanh nghiép nha nude
(2) Khu vue ngoai quée doanh

(3) Khu vue dau tu nude ngoai

Hinh 38. Biéu dé hinh quat vé co cdu gid tri sdn xudt cong nghiép trong nuéc ndm 2000,
phdn theo thanh phdn kinh té'(%).
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SO TRUNG BINH CONG.

. §3 SO TRUNG VI. MOT

DPé€ thu dirge cdce théng tin quan trong tir cac s6 liéu thong ké, ngudi ta sir dung
nhirng s6 dac trung nhu s6 trung binh cong, s6 trung vi, moét, phuong sai,
do léch chuin. Céc s6 dac trung ndy phan 4nh nhitng khia canh khdc nhau
cua ddu hiéu diéu tra.

SO TRUNG BINH CONG (HAY SO TRUNG BINH)
Vidu 1
a) Ap dung cong thire tinh s6 trung binh cong di hoc & 16p 7, ta tinh dwoc
chiéu cao trung binh ¥ ctia 36 hoc sinh trong két qua diéu tra duwge trinh
bay o bang 3 cua §1 1a ¥ ~ 161cm.
b) Str dung bang phédn b6 tin s6 va tAn suat ghép 16p, ta tinh gin ding
chiéu cao trung binh X ctia 36 hoc sinh trong két qua diéu tra duoc trinh
bay & bang 4 cta §1 theo hai cach sau
Cdch 1. Sw dung bang phdn bé tan sé ghép lop
Nhan gid tri dai dién ciia méi 16p voi tan sé ciia lép dé, cong cdc két qua
lai roi chia cho 36, ta duoc

6x153+12x159+13x165+ 5% 171

36

K&t qua ndy c¢6 nghia 1a chiéu cao trung binh ctia 36 hoc sinh ké trén 13

~ 162 (cm).

X ~ 162 cm.

Ta ciing néi 162 cm 14 s6 trung binh céng ciia bang 4.

Cdch 2. Su dung bdng phdn bé tan sudt ghép lép

Nhdn gid tri dai dién cia moi [op voi tan sudt cua lép do roi céng cac két
qud lai ta ciing duoc

TNEX 153+&x 159+ﬂx 165 + 13’9>< 171 = 162 (cm).
100 100 100 0
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Vdy ta co6 thé tinh sé trung binh céng cia cdc sé'liéu thong ké
theo cac cong thire sau day.

Truong hop bang phdan bé tan sé, tan sudt

ez = » gl
= ;(ﬂl_]j] + ”2'1’2 Bl i g ”ﬁ."r’() = fl-r] T fzrz Tt fkrk

trong dé ny, f; ldn luot la tan sé, tan sudt cia gid tri x;, nla sé
cdc s6'liéu théng ké (ny + ny + ...+ n, = n).
Truong hop bang phdn bé tan sé, tan sudt ghép lép

- - :
TR —(nl{'l + 10y + .+ ”ﬁ:tk) = flt"l T fzi'z T T -fktk
/1

trong do c;, n;, f; lan luot la gid tri dai dién, tan s6, tan sudt cua

[6p thiti, nla sé cdc sé'liéu thong ké (ny + ny + ..+ n, = n).

1
%Cho bang phan bé tan sé va tan suat ghép 16p sau
Nhiét &b trung binh clia thang 2 tai thanh phé Vinh
tir 1961 dén hét 1990 (30 n&m).

L&p nhiét do (°C) Tansé | Tan suat (%)
[12;14) [ 3,33
[14; 16) 3 10,00
[16; 18) 12 40,00
[18;20) 9 30,00
[20 ; 22] 5 16,67

Cong 30 100%

Bdng &
a) Hay tinh sé trung binh céng cla bang 6 va bang 8.
b) Tu két qua da tinh dudc & cau a), c6 nhan xét gi vé nhiét dd & thanh phé Vinh
trong thang 2 va thang 12 (clia 30 nam dudc khao sat).

I1 - SO TRUNG VI

Vidu 2. Diém thi Todn cudi nam cia mét nhém 9 hoc sinh 16p 6 1a
151;3;6;7:;8;8; 9;10.

o 2 ~ - N —
Diém trung binh ctia ca nhém la ¥ ~ 5,9.
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Ta thdy hau hét hoc sinh (6 em) trong nhém cé sé di€ém vuot diém trung
binh va ¢6 nhitng di€m vuot rat xa. Nhu viy, diém trung binh X khoéng dai
dién dwoce cho trinh d6 hoc lue cia cdc em trong nhém.

Khi cac s6 1iéu théong ké c6 su chénh léch 16n thi s6 trung binh céng khéng
dai dién dwroc cho cdc s6 lieu d6. Khi dé ta chon sé dac trung khac dai dién
thich hop hon, dé 1a sé trung vi.

Trong vi du

Sdp thit tw cdc s6 liéu théng ké thanh ddy khéng giam (hodc
khéng ting). Sé trung vi (ciua cdc sé liéu théng ké da cho) ki
hiéu M, la so diing giita day néu sé phdan tir la le va la trung binh
cong cua hai s6 dirng giita day néu sé phan tit la chan.

2tacOM,=1.

Vi du 3. Diém thi To4n ctia bén hoc sinh 16p 6 duwoc x€p thanh diy khéng

giamla 1 ;

2,5: 8] 9,5.

Trong diy nay cé hai s6 ding gitra 1a 2,5 va 8.

Khi dé, ta chon s6 trung vi 1a trung binh céng ctia hai s6 nay

Y = 25+8

e

= 3,29.

2
%Trong bang phan bé tan sé, cac sé liéu théng ké da dudc sip thir tu thanh day
khéng gidm theo cac gia tri clia chung.
Hay tim sé trung vi cQa cac sé liéu théng ké cho & bang 9.
S6 o ban duoc trong mot quy ¢ mot clra hang ban ao so mi nam

I - MOT

Cd ao 36 37 38 39 40 41 42 Cong
Tan s6
(s& 40 ban dudc) 13 45 | 126 | 110 | 126 | 40 5 465
Bdng 9

O 16p 7 ta da biét

Mot ciia mét bang phdn bé tan sé'la gid tri ¢é tan s6 lén nhdt

va duoc ki hiéula M.

Néu trong bang phan b6 tin s6 ¢ hai gi4 tri ¢ tAn s6 bang nhau va 16n hon
tan s6 cla cdc gid tri khac thi chon mét la gia tri nao ? Ta xét bang 9 & trén.

121



)

122

Trong bang 9, c¢é hai gia tri 1a 38 va 40 cung c6 tan s6 16n nhat 1a 126,
trong trudng hop nay ta coi rang ¢6 hai mot 13

M®P =38 MY =40

Két qua vira thu duge cho thdy rang trong kinh doanh, ctra hang nén wu tién
nhap hai ¢ 4o s6 38 va s6 40 nhiéu hon.

Bai tap
Tinh s6 trung binh céng cua cic bang phin bé da duwoc 1ap & bai tap s6 1 va
bai tip s6 2 cua $1.

Trong mét tredng THPT, dé tim hiéu tinh hinh hoc mén Todn ciia hai 16p

10A va 10B, nguoi ta cho hai 16p thi Todn theo cung moét dé thi va 1ap duge
hai bang phan bo tin s6 ghép 16p sau day

Diém thi Todn cua lép 10A

Lép diém thi Tan s6
[0;2) 2
[2;4) 4
[4;6) 12
[6;8) 28
[8 ; 10] 4
Cong 50
Diém thi Todn ciia l6p 10B

Lép diém thi Tan s6

[0;2) 4

[2 34 10

[4:6) 18

[6;8) 14

[8;10] 5

Cong 51

Tinh cdc s6 trung binh céng cua hai bang phan bé & trén va néu nhan xét
vé két qua lam bai thi cia hai 16p.



ta

Diéu tra tién lvong hang thang ctia 30 c6ng nhin ctia mot xudng may, ta cd
bang phan bé tin s6 sau

Tién luong ciua 30 céng nhdn xuong may
Tién lwong (nghin déng) (300 [500 |700 |800 |900 |1000 |Céng
Tan s6 3 3 6 5 6 5 30

Tim mét ctia bang phin bé trén. Néu ¥ nghia cua két qua da tim dwoc.

Tién lwong hang thing cua 7 nhéin vién trong mét céng ti du lich 1a : 650,
840, 690, 720, 2500, 670, 3000 (don vi : nghin déng).

Tim s6 trung vi cia céc s6 liéu théng ké da cho. Néu y nghia cua két qua
da tim duoc.

Cho bié€t tinh hinh thu hoach lia vu mua nam 1980 ctia ba hop tiac xa & dia
phurong V nhu sau

Hop tac xa Nang sudt lia (ta/ha)| Dién tich tréng lia (ha)
A 40 150
B 38 130
e 36 120

Hay tinh nang sudt lda trung binh cia vu mua nam 1980 trong toan bé ba
hop tdc xa ké trén.

§f g_', PHUONG SAI VA PO LECH CHUAN

I - PHUONG SAI

Vi du 1. Cho bi€t gid tri thinh phidm quy ra tién (nghin déng) trong mot
tudn lao déng clia 7 cong nhan &6 1 14

180, 190, 190, 200, 210, 210, 220, (1)
con chia 7 coéng nhan & t6 2 14
150, 170, 170, 200, 230, 230, 250. (2)
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Ta thdy s6 trung binh céng ¥ cua diy (1) va s6 trung binh céng v cua diy
(2) bang nhau

T = 7= 200.
Tuy nhién, khi so sanh day (1) va diy (2) ta thiy cédc sé liéu & day (1) gan

v6i s6 trung binh céng hon, nén ching déng déu hon. Khi dé ta néi cic s6
liéu théng ké & day (1) it phén tan hon day (2).

Dé tim sé'do do phdn tian (so voi s trung binh céng) ciia ddy (1) ta tinh
Cdc doléch ciia moi s6'liéu théng ké doi voi s6 trung binh cong

(180 — 200) ; (190 — 200) ; (190 — 200) ; (200 — 200) ; (210 — 200) ;
(210 - 200) ; (220 — 200).

Binh phuong cdc dé léch va tinh trung binh céng cuia ching, ta duoc

> (180—200)% + 2(190 — 200)% + (200 — 200)* + 2(210— 200)* + (220 - 200)°
7

~ 1714
S6 .~:12 duoc goi la phwong sai cia day (1).
Tuwong tu phuwong sai .\'% cua day (2) 1a

> (150 - 200)? +2(170 — 200)? + (200 — 200)% + 2(230— 200)? + (250 — 200)°
2=
z

~ 1228.,6.
Ta thdy phwong sai ctia diy (1) nhdé hon phuwong sai ctia diy (2). Diéu dé
bi€u thi dé phan tdn clia cdc s6 liéu théng ké & day (1) it hon & diy (2).

Vi du 2. Tinh phuong sai 2 clia cdc s6 liéu théng ké cho & bang 4, §1
(cling goi la phwong sai cua bang 4).

S6 trung binh céng ctia bang 4 1a ¥ = 162 cm.

Moéi s6 liéu théng ké thudée mot 16p duge thay thé boi gia tri dai dién cua 16p do.
a) Phuong sai 52 cha bang 4 (bang phin bé tin s6 va tan sudt ghép 16p)
duoc tinh nhu sau

2 _ 6(153- 162)% +12(159 - 162)* + 13(165 - 162)% + 5(171 - 162)*

‘ 36

~ 31, (3)




Hé thite (3) biéu thi cdach tinh gdn diing phwong sai ciia bang 4 theo tin so.
b) Tir (3) ta ¢6

2 = 2(153~ fi5ayt ﬁ(l 59 - 162)% + 2(165~ 162)% + i(m - 162)°
36 36 36 36

hay
16,7 5 8% 36,1 5 139 ,
& a— (155 1602 w2 s 1edP v (168 = 1692 et (171 - 169
100 100 100 100
~ 31, (4)

Hé thitc (4) biéu thi cdach tinh gan diing phuong sai ctia bang 4 theo tdn sudt.
CHU Y
a) Khi hai diy s6 liéu théng ké c¢6é cung don vi do va cé so
trung binh céng bang nhau hoac x4p xi nhau, n€u phuong sai

cang nho thi mirc dé phéan tan (so véi s6 trung binh céng) cua
cdc s6 liéu théng ké cang bé.

b) Cé thé tinh phuwong sai theo cdc cong thite sau day

Truong hop bang phdn bé tan sé, tan sudt

12 . 1|: i —2 i — ) . —,2:|
§ = ”I(JIM"‘) +nz(_12~_1) +...+nk(hxk—_1)

:ﬁm—ff+ﬁ&fﬂf+m+&@{ﬂ¥.

trong dé n;, f; lan luot 1a tan s6, tan sudt ctia gid tri x; ; n la

sO cdc s0 liéu théng ké (n = ny +ny + ...+ n) ; ¥ la s6 trung
binh céng cta cic s6 liéu da cho.

Truong hop bang phdn bé tan sé, tan sudt ghép lép

2 A =2 oD (o — TV
S ”[”l(l X"y le, = X7 .. #am (o) x)}
= file) - P by ley = B+ . b filop —~T)%

trong d6 ¢;, n;, f; lan lwot 1a gia tri dai dién, tin s6, tin suat

cia I6p the i ; m la s6 cdc s6 liéu théng ké
(n=mn +mny+..+n) ; X las6 trung binh céng cia cic s6
liéu théng ké da cho.
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Ngoai ra, ngudi ta con ching minh duogce cong thire sau

2 = 22 - (3>

trong do X% 1a trung binh céng cua cdc binh phuong s6 liéu
théng ké, tirc 1a
— ;

x% = —(nl,r]2 + A5 + ot ;—rk.rf,) = f1112 + f21§ + ...+ fk.rf
n

(d6i v6i bang phan bé tan s, tan suit),

1 : : .
x2 = —(Mlc'i2 + :"]2{'% + ...+ f-rkc'f) = _,flf'iz - _fzi!'% + ...+ _,l‘kf'f
n

(d6i véi bang phan bé tan s6, tin suit ghép 16p).

1
RHQY tinh phuong sai clia bang 6 (& §2).

11 - PO LECH CHUAN

A
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Trong vi du 2 & trén, ta da tinh duwge phuwrong sai clia bang 4 (& §1) bang

s* ~ 31. Néu dé y dén don vi do thi ta thay don vi do cua 2 13 em” (binh
phuong don vi do ctia didu hiéu duge nghién ciu). Muén tranh di€éu nay, cé
thé diing cdn béc hai ciia phuwong sai goi la dé léch chudn (clia bing 4) va
ki hiéu la s. Viy

2

e \/s_z ~ 31 % 5,6 (cm).

Phitong sai s* va dé léch chudn s déu dwoc ding dé dinh gid
mite dé phan tan cua cdc sé liéu thong ké (so voi sé trung
binh céng). Nhung khi cdan chi y dén don vi do thi ta ding s,
vi s cé ciang don vi do véi ddu hiéu diroc nghién citu.

Hay tinh d6 léch chuan clia bang 6 (& §2).



BAI POC THEM

sC{ DUNG MAY TiNH BO TUI CASIO fx — 500MS
BE TIM SO TRUNG BINH CONG VA
PO LECH CHUAN

Vi dy. Cho bang phan bé tan sé
Khéi luong ctia 30 con than lan

Khéi Iuwgng (gam) 140 150 160 170 180 190 Cong

Tan sbé ) 3 5 9 8 3 30

S dung may tinh bo tai CASIOfx-500MS,
ta tim sé& trung binh cong ¥ va dd léch
chudn s cla béng phan bé da cho nhu sau
1. Chon MODE cho phép tinh théng ké :

an [MODE

2. Xoa nhiing bai théng ké cu

an lan lust[SHIFT] [CLR] [1] [ = |.

3. Nhap dir liéu
an lien tiép 140 [SHIFT]|[; ]| 2 [DT]
150 |SHIFT|]| : | 3 [DT|

Tuong tu déi véi cac cdt 160, 170, 180, 190.
4. Goi két qua

a) Dé tim T, an [SHIFT|[S-VAR |[ 1][= ]
Két qua la ¥ = 169 (gam).

b) D& tim s, 4n [ SHIFT|| S-VAR || 2][=
K&t qua cho gia tri v o n~ 13,5 ; day chinh la gia tri s can tim.
5. Chuy

a) Khéng can nhap dung th( tu cla sé liéu.

D& goi dirliéu (da nhap), &n [« |hoac [+ ].

Cé thé hiéu chinh sé liéu hoéc tan sé nhu sau

Goi s8 ligu (hay tan s&) dé, réi nhap gia tri méi va an[=], gia tri méi s& thay thé

gia tri ca.

Cé thé xoa mét dir lieu bang cach goi né 1én, réi 4n [ SHIFT | [ CL | (cac
dir liéu con lai sé tu dong don sé thdr tu lai).

b) Béi véi bang phan bé tan sé ghép 168p, ta sir dung cac gia tri dai dién clia cac
I6p va lam tuong tu.
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Bai tap
Tinh phwong sai va d6 léch chuian ctia bang phin b6 tin s6 da dwoc lap &
bai tap 1 va cia bang phan bo tin s6 ghép 16p cho & bai tip 2 ctia §1.

Hai 16p 10C, 10D clia mét trudng Trung hoc phéd théng dong thoi lam bai
thi mén Ngit van theo cing mot dé thi. K&t qua thi duogce trinh bay & hai
bang phan bé tin sé sau day

Diém thi Ngit van cualép 10C
Diém thi 516 7 8 9 | 10 | Coéng
Tan s6 307112 (14| 3 1 40

Diém thi Ngit vin cualép 10D
Di€m thi 6 7 8 9 Cong
Tan s6 8 18 10 4 40

a) Tinh cdc s6 trung binh cong, phuong sai, do léch chuin cta cic bang
phin b6 tAn s6 da cho.

b) Xét xem két qua lam bai thi cia mén Ngir van & 16p nao 1a dong déu hon ?
Cho hai bang phéan b6 tan sé ghép 16p

Khot luong ciia nhém cd mé thir 1

Lép khéi lwong (kg) | [06;08) |[0.8:1,00 |[1.0;12) |[12;1.4] |Coéng

Tan s6 4 6 6 4 20

Khét lwong ciia nhém ca mé thir 2

Lép khéi lugng (kg)([0,5;0,7)|[0,7;0,9)([09; 1.D|[L,1; 1,3)|[1.3;1,5]| Cong

Téan s6 3 4 6 4 3 20

a) Tinh céc s6 trung binh c6éng cta cic bang phéin bo tan sé ghép 16p da cho.
b) Tinh phwong sai cua cdc bang phén bé tan sé ghép 16p da cho.
c¢) Xét xem nhém cd nao c6 khéi lugng déng déu hon ?

ON TAP CHUONG V

Chi rd cdc budc dé
a) Lap bang phan b6 tAn suét ghép 16p ;
b) Lap bang phan bé tan sé ghép 16p.



L2

Y]

Néu rd cich tinh s6 trung binh coéng, s6 trung vi, mét, phwong sai va do
léch chuén.

Ké&t qua diéu tra 59 hd gia dinh & moét ving dan cu vé s6 con ctia mdi hd
gia dinh duoc ghi trong bang sau

3 2 1 l 1 l 0 2 1 0 3 0
1 3 0 2 2 2 l 3 2 2 3 3
2 2 4 3 2 ) 4 3 2 4 1 3
0 1 3 /) 3 1 4 <) 0 2 2 1
2 1 2 0 4 2 3 1 1 2 0

a) Lap bang phin b6 tan s6 va tan suét ;

b) Néu nhan xét vé s6 con cua 59 gia dinh da duoc di€u tra ;
c¢) Tinh s6 trung binh céng, s6 trung vi, mét cua cdce s6 liéu théng ké da cho.
Cho céc s6 liéu théng ké duge ghi trong hai bang sau day

Khéi luwong (tinh theo gam) cua nhom ca thir 1

645 650 645 644 650 635 650 654
650 650 650 643 650 630 647 650
645 650 645 642 652 635 647 652

Khoi lugng (tinh theo gam) ctia nhém cd thit 2
640 650 645 650 643 645 650 650 0642

640 650 645 650 641 650 650 649 645
640 645 650 650 644 650 650 645 0640

a) Lap bang phan b6 tan s6 va tan suit ghép 16p theo nhém cd thir 1 véi cac
16p 12

[630; 635) ; [635;640):[640 ; 645); [645:650);: [650;655]:

b) Lap bang phan b6 tan s6 va tan suét ghép 16p theo nhém cé tha 2 véi cdc
16p la

[638 ;642); [642;640); [646;650); [650; 654] ;

c) M6 ta bang phan bé tin suit ghép 16p da duwoc 1ap & cau a) bang cich vé
biéu dé tin suat hinh c6t va dudng gip khic tin suat ;

d) M6 ta bang phan bé tin s6 ghép 16p da dwoc 1ap & cau b), bang cach v& biéu
d6 tan s6 hinh c6t va dudng gip khic tin s6 ;

129




e) Tinh s6 trung binh c6ng, phwong sai va dé léch chuin clia cdc bang phan
b6 tin s6 va tan sudt ghép 16p da lap duoc.

Tir d6, xét xem nhém cd ndo ¢6 khéi lvong déng déu hon.

5. Cho cédc s6 liéu théng ké duoc ghi trong bang sau
Miic luong hang ndm cua cdc can bo va nhdn vién trong mot coéng ti (don
vi : nghin déng)

20910 76000 20350 20060

21410 20110 21410 21360
20350 21130 20960 125000

Tim muc lwong binh quéin cta cdc cdn bd va nhén vién trong céng ti, sé
trung vi cta cic s6 liéu théng ké da cho.

Néu v nghia cta s6 trung vi.
6. Ngudi ta da ti€n hanh tham do v kién ctia khich hang vé cdc mau 1, 2, 3,4, 5

ctia mot loai san phim méi duroe san xuit & mot nha mdy. Dudi day 14 bang
phan bé tin s6 theo s6 phi€u tin nhiém danh cho cic mau ké trén.

Mau 1 2 3 4 5 Cong
Tén s6 2100 | 1860 | 1950 | 2000 | 2090 [ 10000

a) Tim mét ctia bang phian bé tin s6 da cho.

b) Trong san xuit, nha miy nén wvu tién cho miu nao ?

Bai t&p tréic nghiém

Chon phiwong an diing trong cdac bai tdp sau
7. Cho bang phin bé tan s6

Tién thuong (triéu dong) cho can bo va nhdn vién trong moét cong ti.

Tién thuéng | 2 | 3 4 | 5| 6| Cong

Tan s6 S| IS |10 |6 |7 43

Moét cua bang phan bé tan s6 di cho 1a

(A) 2 triéu dong ; (B) 6 triéu déng ;
(C) 3 triéu déng ; (D) 5 triéu déng.
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10.

11.

w12

Cho bang phén b6 tin s6

Tuoi cua 169 doan vién thanh nién

Tubi 18 19 20 21 22 Cong
Tan s6 10 50 70 29 10 169
Sé trung vi clia bang phan bé tan s6 da cho la
(A) 18 tubi ; (B) 20 tubi ;
(C) 19 tubi ; (D) 21 tubi.

Cho diy s6 liéu théng ké : 21, 23, 24, 25, 22, 20.

S6 trung binh céng cua cdc s6 liéu théng ké da cho 1a

(X) 23,5; (B) 22 ;

(C) 22,5 (D) 14,

Cho day s6 liéu théng ké : 1,2,3,4,5,6,7.

Phuong sai ctia cdc s6 liéu théng ké di cho la

(A)1; (B) 2;

(©) 33 (D) 4.

Ba nhém hoc sinh gébm 10 ngudi, 15 ngudi, 25 ngudi. Khéi lwong trung
binh ctia méi nhém Ian lwot 14 : 50 kg, 38 kg, 40 kg. Khéi lwong trung binh
ctia ca ba nhém hoc sinh la

(A) 41,4 kg : (B) 424 kg ;

(C) 26 kg ; (D) 37 kg.

Bai t&p thuc hdnh ddnh cho céc nhém hoc sinh
(m&i nhém tir 3 dén 5 hoc sinh)

Chon mot 16p hoc trong trudng roi thue hién cic hoat dong sau

Diéu tra va thu thap cac s6 liéu théng ké trén 16p hoc di chon theo mét dau
hiéu nao dé6 do nhém tu lwa chon (vi du nhwr s& anh chi em ruét ctua timg
gia dinh ; thoi gian danh cho hoc Todn & nhi cia méi hoc sinh ; chiéu cao
ctia mdi ngudi trong 16p ; diém kiém tra Todn cta ting hoc sinh trong ki
ki€m tra gin nhat ; ...).

Trinh bay, phan tich, xtr 1i cac s6 liéu théng ké da thu thap duoc.

Riit ra két luan va dé xuét cac kién nghi.
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VI CUNG VA GOC LUTNG GIAC.
CONG THUC LUTONG GIAC

e
‘ll'!l"

.','_'I'rlt.’

Trong chuong nay, hoc sinh duoc cung cép cac khai niém
ve duong tron dinh huong, cung va goc luong giac (mo
rong khai niém cung va goc hinh hoc) chuan bj cho viéc
xay dung khai niem cac ham so luong giac ¢ lop 11. Clng
trong chuong nay, hoc sinh duoc hoc cac cong thuc luong
giac co ban nhat va biét van dung cac cong thuc nay dé
thuc hién cac bién doi luong giac.

CUNG VA GOC LUQNG GIAC. CONG THUT LUDNG GHAC




CUNG VA GOC LUONG GIAC

I - KHAI NIEM CUNG VA GOC LUONG GIAC

1. Budng tron dinh huéng va cung lugng giac

Cat m6t hinh tron bang bia cing, ddnh dau 4
tim O va duong kinh AA'. Dinh mét soi1 day
vao hinh tron tai A. Xem day nhu mét truc sé
f't, g6c tai A, don vi trén truc bang ban kinh
OA. Nhu vay hinh tron nay c6 ban kinh R =1,
Cuén day dp sat duong tron, diém 1 trén truc
't chuyén thanh di€ém M; trén dudng tron,

-2 g ~ - 2 . 2
diem 2 chuyén thanh diém M,, ... ; diem -1

thanh diém Ny, ... (h.39).

Nhu viay mbi diém trén truc sé duogc dit twong

ting v6i mot diém x4c dinh trén dudng tron.
Nhdn xét

a) Vi cdch dat tuong ing nay hai di€m khéc )
nhau trén truc s6 c¢6 thé Gng véi cling mot
diém trén dudng tron. Chang han di€ém 1 trén

truc s6 dng véi di€ém M,, nhung khi cuén
quanh dudng tron moét vong nita thi cé6 mot Hinh 39
di€ém khéc trén truc s cling ng véi diém M.

b) Néu ta cudn tia Af theo dudng tron nhu trén hinh 39 thi méi sé thuc
dwong ¢ ing véi mot diém M trén dudng tron. Khi ¢ tang dan thi diém M
chuyén dong trén dudng tron theo chiéu nguoc chiéu quay cua kim déng
hé. Tuwong tu, néu cuén tia At' theo dudng tron thi méi sé thue 4m 7 tng véi
mot diém M trén dudng tron va khi ¢ gidm din thi diém M chuyén dong
trén dudng tron theo chiéu quay cta kim déng hé.
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Ta di té1 khai niém dudng tron dinh huéng sau day :

DPuong ftron dinh hwéng la mot \+
duong tron trén do ta da chon mot i
chiéu chuyén doéng goi la chiéu J

dirong, chiéu ngioc lai la chiéu am.
Ta quy wdc chon chiéu ngioc véi
chiéu quay cua kim dong hé lam
chiéu duwong (h.40). Hinh 40

Trén dudng tron dinh huéng cho hai diém A va B. Mot diém M di dong trén
duong tron luén theo mot chiéu (Am hoac duong) tir A dén B tao nén mot
cung luong gidc c6 diém dau A diém cuéi B.

Hinh 41 cho ta hinh anh clia b&n cung luong gidc khac nhau cé ciing diém
diau A, diém cuéi B.

B
o o
.'.'
,
’
¥
[
’
[ u l
I
\ 0 e
[1 !
LY [
LY £
\‘ 'f
\"'l-.____ _‘_a"’
a) b) ) d)

Hinh 41
Ta c6 thé hinh dung mot diém M di dong trén dudng tron tir A dén B theo chiéu
nguogc véi chiéu quay cua kim déng hé, né 1an luot tao nén céic cung té
dam trén hinh 41. Néu dirng lai ngay khi gap B 1an dau, né tao nén cung to
dam trén hinh 41a), néu né ding lai sau khi quay mét vong roi di ti€p gap
B 14n thit hai né tao nén cung té dam trén hinh 41b),...
Khi M di dong theo chiéu nguoc lai, né tao nén cung té6 dam trén hinh 41d)
néu né dung lai khi gap B lan dau,...
Méi l1an diém M di dong trén dudng tron dinh huéng luén theo moét chiéu
(Am hoidc duong) tir di€ém A va ding lai & diém B, ta duoc mét cung luong
gidc diém diu A diém cu6i B. Nhu vay

Véi hai diém A, B dd cho trén dwong tron dinh huéng ta cé vé
At 2 a4 a A ~ . afe e ;
5o cung luong giac diém dau A, diém cuol B. Moi cung nhu

vay déu dicoc ki hiéu la AB .
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CHU Y
Trén mot dudng tron dinh huéng, 14y hai diém A va B thi

P
Ki hiéu AB chi mét cung hinh hoc (cung 1én hoac cung bé)
hoan toan xac dinh.

Ki hiéu AB chi mot cung luong gidc diém dau A, diém cudi B.

2, Géc lugng giac

Trén duong tron dinh hudng cho mot

cung luong giic (B (h.42). Mot diém M
chuyén déng trén dudng tron tir C t&i D

tao nén cung lugng giac CD néi tren.
Khi d6 tia OM quay xung quanh géc O
tir vi tri OC téi vi tri OD. Ta néi tia OM

tao ra mot goc luwong gidc, co tia dau la vA
OC, tia cu6i la OD. Ki hiéu gbéc luong _
gidc do la (OC, OD). B(0:1)

3. Pudng tron lugng giac \+
Trong mat phang toa do Oxy vé dudng A'(-1:0) A(l 5 0)
tron dinh huéng tAim O ban kinh R = 1 0 x
(h43).

Dudng tron ndy cat hai truc toa do tai
bén diém A(1 ; 0), A'(-=1 ; 0), B(O ; 1), B(0;-1)

B'(0 ; —1). Ta ldy A(1 ; 0) 1am diém géc

» . . 5 Hinh 43
cua dudng tron do.

Pudng tron xdc dinh nhu trén duoce goi 1a duong tron luong gidc (géc A).

II - SO PO CUA CUNG VA GOC LUGNG GIAC
1. Do varadian

a) Pon vi radian

Don vi d6 da duoc sir dung dé do géc tir it 1au doi. Trong Todn hoc va Vat
li ngudi ta con ding mot don vi nita d€ do gbéc va cung, dé 1a radian (doc 13
ra-di-an).
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o
Trén hinh 39 ta thidy do dai cung nhd AM; bang 1 don vi, tic la bang do dai

ban kinh. Ta n6i s6 do cta cung AM; (hay s6 do ctia goc & tAm AOM, ) bing
1 radian (vié€t tat 14 1 rad). Téng quat
Trén diong tron tuy y, cung cé doé dai bang ban kinh dwoc goi
la cung co sé do 1 rad.
b) Quan hé giira d6 va radian
Ta bi€t do dai cung ntra dudng tron 1a R, nén trong hinh 43 s6 do cua
cung AA' (hay géc bet AOA') 1amrad (viR = 1). Vi géc bet c6 s6 do do 1a
180 nén ta viét 180° = m rad.

0
Suy ra 1°= L radvalrad= [@] :
180 (L

Véinma 3,14 thi 1° ~ 0,01745rad va 1 rad ~ 57 1745,
CHU Y

Khi viét s6 do cia mot gée (hay cung) theo don vi radian,
ngudi ta thudng khoéng vié€t chif rad sau sé do. Chang han cung

m o m
— dwoc hiéu la cung — rad.

Bdng chuyén doi thong dung

bo 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
T m m m 2m 3n 5n
Radi —_ - = = == i s
ARl B 4 3 5 3 4 6 W

1
RS& dung may tinh bo tui dé déi tir d6 sang radian va ngudc lai.
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Néu diing may tinh CASIO fx-500MS ta lam nhu sau

a) Béi 35°47'25" sang radian

An ba lan phim [MODE | réi 4n [2] dé man hinh hién chit R | Sau d6 4n lién tiép
|4 |

DRG » | |1 ||=
cho két qua 0,6247 (da lam tron dén bén chir sé thap phan).

-
-

13 ][5 ][ 12 {[5 ][] [SHIFT]




b) B&i 3 rad ra dé
An ba Ian phim [MODE | réi &n [1] dé man hinh hién chit[D] Sau d6 an lién tiép

[3][sHIFT][DRG »][2][=][SHIFT] [

cho ké&t qué 171°53°14” (da lam tron dén giay).

c¢) Po6 dai cia mét cung tron

Trén duwong tron ban kinh R, cung nira dudng tron cé s6 do la m rad va c¢é
do dai la mR. Vay

Cung co s6 do o. rad cita dwong tron bdan kinh R c¢6 dé dai

= Ra.

2. S& do cia mdt cung lugng giac

Vi du. Xét cung lugng giac AB trong hinh 44a). Mot diém M di dong trén

ik i ; : I
dudng tron theo chiéu dwong. Khi M di déng tir A dén B tao nén cung Fi

- - » . ~ - A T[ - . . * ot i~
duong tron, ta néi cung nay co s6 do 5, sau do6 di tiép moét vong tron nira

(thém 2m), ta dugc cung luong giac AB ¢6 56 do I %4— 2n = 57“

Twong tir, cung luogng giac AB trong hinh 44b) c6 s6 do la

E+21n+211=9—“-
2 2

Cung lugng giac AC trong hinh 44c) lai ¢ s6 do la

—E—Q‘n—Qﬂ—Qn:—zs—ﬂ-

Vi

a) h) <)
Hinh 44
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Tir cdc vi du néu trong hinh 44 ta thay
T At s A L m . A At
S6 do cua mot cung lwong giac AM (A #M) la mét sé thic,
am hay dwong.

Ki hiéu s6 do cua cung AM la sd AM.
2

Cung luong gidc AD (h.45) c6 s6 do la bao nhiéu ?

GHI NHO

S6 do cua cac cung lwong gidc cd cung
di€ém dau va diém cudi sai khiac nhau mét
boi cua 2m. Ta viét

sdAM= a+k2n ke Z

trong dé « la s6 do clia mot cung lwong gide tuy y cé diém dau 14 A va
diém cu6i 1a M.

. w2 Al w - « 7 ~
Khi diém cuéi M trung véi diém dau A ta cb

sdﬂzﬂn,ke Z

khi & = 0 thi sd AA = 0.
Ngudi ta cling viét s6 do bang d6. Céng thitc tdng quat clia s6 do bang do

s

? rd .-’ m
cua cac cung lwong giac AM la

sd AM= a® + k360°, k € Z

trong d6 a° 14 s6 do clia moét cung luong gide tuy ¥ cé diém ddu 1a A va diém
cudi la M.
3. S6 do cua mébt géc lugng giac

Ta dinh nghia
S6 do cua goc luong giac (OA, OC) la s6 do cua cung luong

gidc rg? tiong ing.
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A

5

Tim s6 do cla cac goc luong giac (0OA, OF)
va (OA, OP) trén hinh 46 (diém E 1a diém
chinh giira clia cung A'B', AP =% AB).

Viét s6 do nay theo don vi radian va theo
don vi do.

CHU Y

vk

Hinh 46

=¥

Vi méi cung lwong gidc ing véi mét gbe lwong gidc va nguoe
lai, déng thoi s6 do cna cic cung va gbe luong gide tuwong (ng
1a trung nhau, nén tir nay vé sau khi ta néi vé cung thi diéu dé

cting ding cho gbc va nguoc lai.

Biéu dién cung lugng giac trén dudng tron lugng giac

Chon diém goc A(1 ; 0) 1am diém ddu cia tit ca cdc cung lwong gidc trén
dudng tron lwong gide. DE bi€u dién cung lwgng gide cé s6 do @ trén dudng
tron lwrong gidc ta cAn chon diém cu6i M clia cung nay. Di€ém cuéi M duoc

xac dinh bai hé thie sd AM = a.

Vi du. Biéu dién trén dudng tron luwong gide cde cung lwong gide ¢é s6 do

lan lwot 1a
25m

a : b) -765°.
) 7 )

Gidi

N P

Vay diém cu6i cha cung % 1a diém
chinh gitra M cta cung nhégﬁ (h.47).
b) -765%=—-45% + (-2) .360°.

Vay di€ém cuéi ctia cung —765° 1a diém

chinh gitra N cua cung nho AB' (h.47).

vk
B
M
A’ A
O
N
BJ’
Hinh 47
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7y

140

Bai tép

Khi biéu dién cdc cung lwong gidc cé s6 do khidc nhau trén dudng tron
lwong gidce, 6 thé xay ra trudng hop cic di€ém cu6i clia chiing tring nhau
khong ? Khi nao truedng hop nay xay ra ?

Poi s6 do clia cdc gbe sau day ra radian

a)18°; b)57°30';
c)-25°; d)-125°45".
D6i 86 do clia cdc cung sau day ra do, phiit, giay
T 3m
a)— b)—:
) 18 ) 16
3
c)-2 ; d) —.
) ) 2

Mot duong tron ¢6 ban kinh 20cm. Tim dé dai cua cac cung trén dudng
tron dé c6 s6 do

a)—; b)1.,5; el 37"
15
Trén dudng tron lwong gide hiay biéu dién cdc cung cé s6 do
5n
a) —=—: b)135°;
2 )
c)% : d)-225°.

Trén dudng tron lwong gide goe A, x4c dinh cdc diém M khéac nhau, biét
- m o ~* - w # %\ A at ~ ) #
rang cung AM c¢6 s6 do tuong trng la (trong dé k 1a mot s6 nguyén tuy v)

T T
a) km ; b) k—; c) k—.
) ) 5 ) =

: My (Lt
Trén dudng tron luong gidce cho di€ém M xdc dinh boi sd AM = o (0 < o <5).

Goi M;,M,, M, lan luot 1a di€ém d6i ximg cia M qua truc Ox, truc Oy va

gbc toa do. Tim s6 do cua cdc cung AM|,AM,,AM5.



9 2 GIA TRI LUONG GIAC CUA MOT CUNG

I - GIA TRI LUGNG GIAC CUA CUNG «

1
RNhéc lai khai niém gia tri ludng giac clia géc ¢, 0° < a < 180°.
Ta c6 thé md rong khai niém gia tri luong giac cho cac cung va géc lugng giac.

. - Y
1. Pinh nghia
Trén dudng tron lwong gidc cho cung M I?
q 5 oy % 1
z-@:i'cé sdz—@ﬁ':a(con viet AM=a) :
1
(h.48). A 1\ A
Tung d6 y = OK cua diém M goi la sin i e 4
clla @ va ki hiéu 1a sine .
sina = OK . B’
HoAnh dé x = OH clia diém M goi 1A
cOsin cia @ va ki hiéu 1a cosea .
cosa = OH . Hinh 48

: o . BN
Néu cosa # 0, t1 86

goi la tang cua & va ki hiéu 1a tana (nguoi ta
cosa

con dung ki hiéu tga )

sine
tana = -
cos ¢
i i i s COREE . s i -
Néu sina # 0, t1 86 — goi la cétang cua « va ki hiéu 1a cota (ngudi ta
sIna

con dung ki hiéu cotg @)

coscr

cotax =

sin &

Cac gia tri sina, cosa, tana, cota duoc goi la cdc gia tri
luong gidc cua cung Q.
Ta ciing goi truc tung la truc sin, con truc hoanh la truc cosin.
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CHU Y
| . Cac dinh nghia trén ciing ap dung cho cac goc lwrong giac.

2. Néu 0° < < 180° thi céc gia tri lwong gide clia gbe o chinh 1a
cdc gia tri lrong gidc clia gbée dé da néu trong SGK Hinh hoc 10,

R
Tinh sin %, cos(-240°), tan (—405°).

2. Hé qua

1) sina va cosa xic dinh v4i moi ¢ € R . Hon nira, ta ¢6

sin(fa + k2mn) = sina, Vk € Z;
cos(a+ k2mn) = cosa, Vk e Z.

2)Vi-1< OK <1;:-1< OH <1 (h.48) nén ta cé

-1 <smma<1
-1 <cosac<l.

3)Véimoime R ma -1 <m < 1 déu tén tai & va Ssao cho sina = m va
cos 5 = m.

4) taner xac dinh véi moi a # %+ kn(keZ).
That vay, tana khong xic dinh khi va chi khi cosa = 0, titc 12 di€ém cuéi
M cua cung AM tring v&i B hoac B' (h.48), hay a = ng kn (k € Z).

S) cota xac dinh véi moi @ # kn (ke Z ). Lap luan twong tu 4).

6) Dau cua cdc gid tri luong gide cua vA
géc a phu thude vao vi tri di€ém cu6i -
a i 3 2 II I
cia cung AM = o trén dudng tron
lwong giac (h.49).
A 1:1' A s
O™ X
1
|
Kf=====2 M
III IV
BJ
Hinh 49
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Bdng xdc dinh ddu cua cde gid tri luong gidce

Géc phan twe
L ~ [ I1 I11 v
Gia tri lwong giac
cosa + — - +
sin & + + = -
tan o + - + -
cota o = = =

3. Gia tri lugng giac cua cac cung dic biét

0 T s s T
a — — — —
6 4 3 2
sing 0 l ﬁ ﬁ 1
2 2 2
/ 1
cos | ﬁ Q s 0
2 2 2
| y
tan o 0 E 1 J§ Khéng xac dinh
ta | Khéng xdc dint 3 1 1 0
co 16ng xdc dinh o
i g

II - Y NGHIA HINH HOC CUA TANG VA COTANG

3
RTU’ dinh nghia clia sina va cosa, hay phat biéu y nghia hinh hoc clia chung.

1. Y nghfa hinh hoc cla tana

Tir A v& ti€p tuyén t'At véi dudng tron lwong gidc. Ta coi ti€p tuyén nay l1a

mot true s6 bang c4ch chon gdce tai A va vecto don vi i = OB,
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Cho cung lwong giac AM 66 do 12 a
‘n ' . ud ‘
(o # 5 + km). Goi T la giao diém cua

OM véi true t’At (h.50).
Gia sir T khong trung véi A. Vi MH [] AT,

.
AT ©0A i
ta co = . Tir dé suy ra
HM OH r
AT OA ;
e (1) B
HM OH t
Vi HM =sina, OH = cosa vi OA = 1 Hinh 50
nén tur (1) suy ra
sineg  HM AT —
fang = ——— = —— = = AT,

cosa OH OA
Khi T truing A thi ¢ = knm va tana = 0. Vay

tana = E

“ tana dioc biéu dién boi do dai dai s6 ciia vecto AT trén truc tAt.
Truc t'At duoc goi la truc tang.

2. Y nghta hinh hoc cla cota

Vi
Tir B vé ti€p tuyén s'Bs vGi dudng tron
lrgng gidc va xdc dinh trén ti€p tuyén . B S >
nay mot truc c¢6 goéc tai B va vecto  ° 3
= Kp====XM
don vi bang OA. :
& ® o4 o

Cho cung lwong gidc AM ¢6 s6 do la A’ 0 H x
a(a+km).
Goi § 1a giao diém cha OM va truc
s'Bs (h.31). B’
Li luan tuong tu muc trén, ta co

cota = E Hinh 51

cota duwoc biéu dién boi dé dai dai s6 ciia vecto BS trén truc
s'Bs. Truc s'Bs duwoc goi la truc cotang.
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4
%Tuy nghia hinh hoc clla tana va cota hay suy ra véi moi sé nguyén k,

tan (e + km) = tanex, cot(& + kT) = cota.

III - QUAN HE GIUA CAC GIA TRI LUONG GIAC

1. Coéng thirc lugng giac co ban

Da&i véi cde gia tri lwgng gidc, ta c6 cic hang dang thirc sau

3 y)
sin ¢+ cos a=1
2 1 T
| +tan a= = a# —+kn, ke Z
cos” & 2
2 1
1+C0ta:_2 3 a*xkn, ke Z
SIN~ &
kT
tana .cota=1, a# ? ke Z.

5
ﬂﬂr dinh nghfa cla sine, cosa hay chihg minh hiang dang thic dau tién, tir d6 suy
ra cac hang dang thirc con lai.

2. Viduap dung

Vidu 1. Cho sina =

wn| W

st ! #
,vOli — < @ < 7. Tinh cos .
)
T P 2 e g
Giai. Tacocos a=1-sin a= E,do dé cosa= +—.

» T[ ~ o 7 A el ~ ~ # ”
Vi 5 < a <7 nén diém cubi cua cung & thudéc cung phan tu thi II, do doé

cosa<0.

Viycosa= ——.
3

- . 3 : . "
Vidu 2. Cho tana :—g, vail ? < a< 2n. Tinh sina va cos @.
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Giai. Ta c6

2.51 1 | 25
cos = = = —

1 + tzul2 a |+ E 41
i |

ety
7t

" T[ e 3 s » s @ P #
Vi 5 < a < 2m nén di€ém cubi cia cung @ nam & cung phan tu thir IV, do

suy ra cosa =

dé cosa> 0. Vay cosa =

5
Jal

42 o 4 5 4

T désina=tana .cos@ = —= == = — =—=.
5 4f41 V41

; T

Vidu 3. Cho o # 5+ km, k € Z.
. : . cos& + sina
Chitng minh rang 3 = tan’ @ + tan’@ + tana + 1.
cos” &

. Fw ~ mn # @ . a 2 2 - ~
Giai. Vi o # 5+ kn nén cos @ # 0, do d6 ca hai vé€ cua dang thirc can

ching minh déu cé nghia. Ta cé

cos3 a i:fc:)s2 o cosax

cosa + sina@ 1 cosa + sina

(1 + tanza) (1 + tana)

= tan’ @ + tan’ @ + tana + 1.
3. Gia tri lugng giac cla cac cung cé lién quan dic biét
1) Cung déi nhau : ava -a. 0
Céc diém cudi clia hai cung a= AM

vi —a= AM d6i xirng nhau qua truc
hoanh (h.52), nén ta co A7

cos(—a) = cos&

sin(—q) = —sin&
tan(— &) = —tana
cot(—&) = —cota.
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2)Cung bu nhau : gvan — a.

) . 3 Al » - m -
Cac diem cudi cua hai cung a= AM va
m— a= AM' d6i xirng nhau qua truc tung

(h.53), nén taco

sin(m — &) =sina ]_;'
cos(m— @) = —cos&
tan(m — @) = —tan& =
cot(m — @) = —cota.
Hinh 53
3)Cung hon kém m: ava (a+ n).
Céac diém cu6i cta hai cung @ va (a + 1) doi vk
xing nhau qua géc toa dé O (h.54), nén ta c6 |2
sin(a@+ m) = —sina M
Tt |
cos(ax+m)=—cosa A pxso 4 o
| (0] Hi X
tan(a + 1) = tana
MJ'
cot(ex + m) = cote.
B
(T
4)Cung phu nhau : ava (5 — a'j. Hinh 54

7 oy F : s | T g G z s
Céac diém cubi cua hai cung a va (5 - a'] doéi ximg nhau qua phéan giac d

cua géc xOy (h.55), nén ta cé

VA
§ ! B .
sm{a - a] =cosa = > d
|
|
T L T gl e ! M
Ccos 5—& =sInda 4 L
H' H
0 \
i1
tan| — — & = cota
¥
B.f
T
cot —— @& = tan .
2 Hinh 55
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6

Tinh cos [—%), tm%, sin(~1380°).

| ~
Bai tép
1. (6 cung @ nao ma sina nhan cac gia tri tvong tng sau diy khong ?

a)-0,7; b)%-, c) -2 ; d) %

)

Cac dang thitc sau c6 thé déng thoi xay ra khéng ?

: 2. V3
a) sina = T Va cosa@ = — ;

. 4 3
b)sinad= —=— vacosag= —— ;
5 B

c) sina=0,7 vi cosa= 0,3.

n : s, p . i
3. ChoO<a <5 . X4c dinh déau cua cac gia tri lvgng giac

3
a) sin(a —m) ; b) cos[?ﬂ — a];
m
c) tan(a+ m) ; d) cot[a + 5] .
4. Tinh cdc gia tri lwvgng gidc cia géc ¢, néu
4 3
a) cosa'.:—v510<a<£; b) sina= —-0,7 Vﬁﬂ<a<—ﬂ;
13 2 2
15 3
c) tana:—? vﬁg<a<n; d) cota= -3 vé?ﬂ<a<2ﬂ.

5. Tinh a, biét

a)cosa=1; b)cosa=-1;
c)cosa=0; d)sina=1;
e)sina=-1; f) sina= 0.
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§3§ CONG THUC LUGONG GIAC

I - CONG THUC CONG

Cong thite céng 1a nhimg céng thirc biéu thi cos(a + b), sin(a £ b), tan(a + b),
cot(a + b) qua cdc gia tri lvong gidc clia cdc géc a va b. Ta cé

cos(a — b) = cosacos b + sinasinh
cos(a+ b) = cosacosh — sinasinb
sin(a — b) = sinacosh — cosasinh
sin(a + b) = sinacosh + cosasinb

tana — tanh

tan(a — b) =
| + tanatanb

tana + tanb

tan(a + b)=

| — tanatanh

Véi diéu kién 12 cdc biéu thitc déu cé nghia.

Ta thira nhin céng thite diu. Tir cong thite d6 ¢é thé chitng minh dé dang
cdc coéng thire con lai. Chang han

cos(a + b) = cos[a— (—b)] = cosacos(—b) + sinasin(—h)

= cosacosh — sinasinb.

sin(a — b) = cos [g - (a - b)} = COoS H% - u] + b:|
T (T .
= cos[—- - (I}COS.’) - sm[-— — a]smh
2 7

= sinacos b — cosasinh.

1
%Héy chiing minh céng thic sin(a + h) = sinacosh + cosasinb .
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Vidu 1. Tinh tanlf—;.

Giai. Ta c6

13m ['n ] m ['n -n]
tan— = tan| — + 7 | = tan— = tan| — — — |=
12 12 12 3

talli—talli
BBl
T | +43

T
| + tan—tan—

Vidu 2. Chitng minh rang

sin(a + bh) tana + tanb

sin(a — b)  tana - tanb

Giai. Ta cé

sin(a + b) _ sinacosh + cosasinh

sinfa — b) sinacosh — cosasinb

Chia ca tir vA mAu ctia vé& phai cho cosacosh, ta duge diéu phai chitng minh.

IT - CONG THUC NHAN POI

Cho a = b trong céac cbéng thirc céng ta duwoe cac cong thitc nhan déi sau,

sinZa = 2sinacos a

2 . 5 i
cosZa=cos a—-sina=2cos"a-1=1-2sin“a

2tana

] — tm12(i'

tan2a =

Tir cac cong thire nhan doéi suy ra cac céng thic

D) | + cos2a

cos” @ = —————
2

. 9 | — cos2a

sin“a = ————
2
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IIT - CONG THUC BIEN POI TICH THANH TONG.

1.

’) 1 — cos2a
tan“q = ——
| + cos2a

Céc cong thitc nay goi la cac céng thite ha bdc.

i S5t L g
Vidu 1. Biét sina + cosa = 5 tinh sin2a.

% . 2 i 3 }
Giai. Tacd |1 = sin"a+ cos a = (sina + cosa) — 2sinacosa

[l

1 2’
(—] — sin 2a.
2

3
Suy ra sin2a = ——.
4

Vidu 2. Tinh cos%-

Giai. Ta c6 N cos— = 2cos’ = — |
2 4
Suy ra 2cos? X 14 Q
8 2
i 2+ 42
Viy cos”— = i
4
. U : U 2+2
Vi cos= > 0 nén suy ra cos=— = =——.
8 8 2

TONG THANH TiCcH

Cdng thirc bién dai tich thanh tdng

1

cosacosh = 5[005((; — b) + cos(a + b)]
1

sinasinh = 5[(‘05(& — b) — cos(a + h)]

1
sinacosh = 5[5111((? — b) + sin(a + b)].

Ciac cong thite trén duge goi 1a cac cong thite bién doi tich thanh téong .
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2
ﬁﬂr cac cong thic cong, hay suy ra cac cong thuc trén.

Vidu 1. Tinh gid tri clia cdc biéu thire
3n . 13n . S5m

A= smEcos—' B = sin——-sin—-
8 24 24

Giai. Ta cé

.1 3m 1[. [‘J‘[ 31:) ['n 311]}
A:SIIl—CDS_:— sm|———|+95 lﬂ + —
8 8 2 8
1[. [ T[) A ﬂ} 1[
= —=|SIN| —— |+ 8sIN—| =
2 4 2

a
Sm 1[ [ﬂ__ﬂ
24

. 139 .
B = sin———sin— = —

24 2

2. Céng thirc bién dai téng thanh tich

3
RBéng cach d&tu=a - b, v=a + b, hay bién d8i cosu + cosv, sinu + sinv thanh tich.

Ta goi cdc cong thite sau day 1a cdc cong thite bién doi tong thanh tich

u-+v Uu—yv
cosiu + cosv = 2cos COS 7

LU+ . Uu—v
cosu — cosv = —2sin S

i : ;i SR H—v
siny + sinv = 2sin 5 CcOos 5

; ; u+v , u—v
siny — sinv = 2cos > s J

Vidu 2. Tinh

oL 57 I
A = cos— + cos— + cos—.
9 9
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Giai. Ta c6

[ m 71:] 5m
A = | cos— + cos— | + cos—
9 0 0
in T [ 511]
= 2Cc08S—COS— — COS| T — —
9 3 0
4n 4n
= cos=— — cos— = 0.
0 9
Vidu 3. Chitng minh rang trong tam gidc ABC ta cé
i ’ . B C
sinA + sinB +sinC = 4 cos=—cos=—cos—.
2 2 2
Giai. Trong tam gidc ABCtac6 A+ B+ C = T.
A+B =mn C
Tir do6 suy ra = i
) 2 2
o g . A+ B ¢ 6 A+ B
Vi vay, sin = coS—, SIN— = COS Q
Bay gio ta c6
A+ B A-B ik C
smA+smB+smnC = 2sin coS 5 + 2si115cos—
c( A-B .c]
= 2cos—| cos + sin—
2 2

c( A-B A+B]
= 2cos—| cos + cos
2 2 2

A B C
= 4 cos—cos—cos—-
2] 2 2

Baii tap
1. Tinh
a) cos225°, sin240°, cot(—15°), tan75° -

. Im m 137
b) sin—, cos| - — |, tan—.
12 12 12
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2. Tinh

) Laf | — T
a) cos a‘+§ , biét sina = —= val< ac< 5

NE)
n s
b) tan[a’ - 1] biét cosax = —
c) cos(a + b), sin(a — b), biét
4 7
sina = g 0° <a< 90° vasinh = E 90° < b < 180°.
3. Riit gon c4c biéu thitc

a) sin(a + b) + sin{% - a}sin(—b).

b) ccns[E + (1} cc:-s[E — a] + ls.in2 a
4 4 2

c) cos[% - a]sin[% - b] —sin(a — b).

4. Chitng minh céc dang thiic

cos(a— h)  cotacoth + 1

cos(a + b) ~ cotacoth — |

b) sin(a + b)sin(a — b) = sin @ — sin® b = cosZ b — cos’ a.

c) cos(a + b)cos(a — b) = cos? a — sin’ b = cos® b — sin® a.
5. Tinh sin2a, cos2a, tan2a, biét

. . 3n
a)sina=-06vam<ac< >

5]
—_V
13

b) cosa = —

: 1 . 3n
c)sma+cosa:5 vaT <ag<m.

: .
6. Chosin2a= —— va —<a<m.
0 2
Tinh sina va cosa.
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7. Bi€n déi thanh tich cdc biéu thite sau
a) 1 — sinx ; b) 1 + sinx ;
c) 1 + 2cosx ; d) 1 — 2sinx.

SIn.X + sin3x + sinsSx

8. Riit gon biéu thitc A = :
cosx + cos3x + cosSx

ON TAP CHUONG VI

1. Hay néu dinh nghia cla sine, cosa va giai thich vi sao ta cé
sin(a+ k2n)=sina ; k € Z

cos(a+ k2n)=cosa ; k € Z.

2. Neéu dinh nghia ctlia tanea, cota va giai thich vi sao ta ¢6
tan(a + kn) = tana, k € Z ;
cot(a+ km)=cota, ke Z.
3. Tinh
, . NI
a) sina, néu cos@= —— va — < A<M,
3 2
: : 3n
b) cos &, néu tana = 2\/5 VAT < @ < ? :
. X w Bt
c) tana, néu sin@= —— va— < @ < 27 ;
3 2
. 1 .=
d)cota, néucosa@= —— va— <& <m
4 2
4. Rt gon céc biéu thite
2sin2a — sinda 1 + C(:'s2 a ;
a) —— : : b) tana - —sina | ;
2sin2a + sinda sin o
. (m m
sinf ——a |+ cos| —— & . _
o 4 4 _ d) sinSa — sin3a
[T T 1 2cosda
sinfl ——a |—cos| ——a
4 4
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5. Khoéng str dung may tinh, hiy tinh

a) cos% ¢ b) sin & :
c) sin % - tanlo—"‘I : d) n::-:)s2E — sinzi-
6. Khong sir dung méy tinh, hiy ching minh
a) sin75° + cos75° = % 5 b) tan267° + tan93° = 0 ;
¢) sin65° + sin55° = NECOSSO - d) cos12® — cos48° = sinl8°.

7. Chirng minh cac déng nhét thire

3 P,

sin.x + sin—

]l — cosx + cos2x ) 5

a) = cotx ; b) = tan— ;

a " 2
sinZx — sin x X
1 + cosx + cos—

2cos2x — sindx (™
c) - =tan”" | —- x| ; d) tanx — tany =
2cos2x + sindx 4

sin(x — y)
COS X COS Y

8. Chitng minh céc biéu thitc sau khéng phu thuéc x

{ N
; m T
a) A= sm[— + .r] - Ccos| —— x| ;
4 \ 4 J
' N
b)B = c-:*;s[1 - .r) — sin L + x|
6 \ 3 J

’ mn T
e} = sm2 X+ cos[g - .r] coS (E + _r] :

l —cosZ2x + sinZx
d) D= - -cotx.
I + cos2x + sin2x
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Baii t&p tréic nghiém

Chon phuong an diing trong cac bai tap sau

0. G St TR
V3 ! 2 1
A) —; B) —; C) —: D) ——.
(A) 5 (B) 5 (©) > (D) 5
o 3“ e . N
10. Cho cosa= —— vOiTm <a < —. Gid tri tana la
—4 #) 2 3
(A) —+=; (B) —+=3 (C)——F=; (D)-
NG V5 V5 5
11. Choa = %ﬂ Gi4 tri clia bi€u thite cos3a + 2cos(n — 3a) sin (— -1, 5(?]
I 3 .
A) —; B) —; ) B
(A) 1 (B) 5 (©) (D
200523—1
12. Gid tri ciia biéu thitc A = la
1 + SSinzicoszE
8 8
3 2 2
(A) —£; (B) —J_ (C)—£; (D)£-
2 2 4
5 oo, Bl st il Tl o SAIEH 00N 1
2 2sina — 3cosa
1 5 2
A) —; B) —; )i = D)—.
(A) T ( )9 (©) ( )9
14. Cho tana = 2. Gi4 tri cta bi€u thite € = el 3 la
sin~ a + 2cos” a
5 8 10
A) —; B) I, C) s D) ——.
(A) 5 (B) 1; (©) T (D) T
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CHi DAN LICH SU

Nhu moi khoa hoc khac, Lugng giac phat sinh tir nhu cau cla déi séng. Su phat
trién clla nganh Hang hai doi hdi phai biét xac dinh vi tri clia tau bé ngoai bién
khoi theo M4t Trdi ltic ban ngay va theo cac vi sao luc ban d&m. Cac cudc chién
tranh d&i hdi phai biét xac dinh nhimng khoang cach 16n va lap nhimg ban dé.
Ngudi néng dan can biét su thay déi cha thdi tiét trong n&m dé san xudat cho kip
thdi vu, nén phai cé lich, v.v...

Céac nhu cau ké trén da lam cho mén Ludng giac phat sinh va phat trién. Trudc
hét cac nha toan hoc Hy Lap da gép phan dang ké vao viéc phat trién mon
Luong giac va sau dé O-le la ngudi da xay dung Li thuyét hién dai vé Ham sé
lugng giac trong cuén "M& dau vé Giai tich cac dai lugng vé clung bé" xuat ban
nam 1748.

O-LE

O-le 1a mét trong nhimg nha toan hoc 18n nhat tir xua dén
nay. Ong sinh tai Ba-lo (Thuy Si). Ong da phat trién tat ca
cac nganh Toan hoc, tir nhilmg van dé rat cu thé nhu
dudng tron C-le, cho téi nhimg khai niém hién dai nhat
nam & mii nhon cla tién bé trong thdi dai éng.

C-le da tién hanh nghién clu nhing dé tai khoa hoc rat
da dang nhu Co hoc, Li ludn am nhac, Li thuyét vé ban dé

L.O-LE dia li, Khoa hoc hang hai, cac van dé vé nudc triéu |én xudng,
(Leonhard Euler, v.v... Ong thudng bd sung, hoan bi nhimg Ii thuyét Toan
1707 —1783) hoc cii, va nghién cu thém nhimg |Ii thuyét Toan hoc méi.

Trong cudc déi minh, O-le da viét trén 800 céng trinh vé Toan hoc, Thién van va
Pia Ii. Ong da d4t co sé cho nhiéu nganh Toan hoc hién nay dang dugdc day &
bac dai hoc.

O-le 1a ngudi rat say mé va can cl trong
cong viéc. Ong khong tir chéi bat ki viéc gi,
du khé dén dau. Chang han, dé giai mot bai
toan thién van, ma nhiéu nha toan hoc khac
doi hoi moét thai gian vai ba thang, thi éng
da giai xong chi trong ba ngay. Do nhiing cé
géng phi thudng dé6 éng da méac bénh va
hong mat méat phai. Vé sau, éng bi mu ca
hai mat. Tuy thé, 6ng van tiép tuc lao dong
sang tao va khéng ngimg céng hién xuét
sac cho khoa hoc trong suét 15 nam cudi
dai minh.

Tén cla C-le dugc dat cho mot miéng nui Iira & phan tréng thay dude clia M4t Trang.




ON TAP CcUOI NAM

| — Cau hoi

1.

)

73]

Hiy phat bi€u cdc khang dinh sau day duéi dang diéu kién cdn va dn

Tam giac ABC vuéng tai A thi BC? = AB? + AC?.

Tam gidc ABC c¢é cdc canh thod min hé thic BC? = AB? + AC? thi
vuong tai A.

Lap bang bién thién va vé dé thi cta cidc ham sé

a)y=—3x+2; b)y:Z.\‘z; c)}-=:2r2—3-r+l.

Phit bi€u quy tac xét ddu mét nhi thite bac nhit. Ap dung quy tic dé dé
giai bat phuong trinh
Bx-2)(5-x) ).
(2 - Tx)

# - . # ~ - > - - - 2
Phat bi€u dinh 1 vé dau ctia mot tam thite bac hai f(x) = ax” + bx + ¢,

Ap dung quy tic d6, hdy xéc dinh gi4 tri cia m d€ tam thitc sau luén luén am.
Filxr) = 2% 4 B d =,

Néu cdc tinh chit cia bit ding thire. Ap dung moét trong cdc tinh chat dé,

hiy so sdnh cic s6 92000, o8 3200

a) Em hdy thu thap diém trung binh hoc ki I vé mén Todn cua tirng hoc
sinh 1&p minh.

b) Lap bang phan b6 tin s6 va tin suat ghép 16p dé trinh bay cdc s6 liéu
théng ké thu thiap duoc theo cac 16p [0; 2), [2;4),[4;6),[6;8), [8; 10].

Néu cdc cong thite bi€n déi lugng gide da hoc.

Néu cach giai hé hai bat phuong trinh bac nhét hai 4n va giai hé
2x £y 2l
{r —-3y<1.

Il - Bai tap

1.

Cho ham s6 /(%) = a2 + 3+ 4 —-x2 + 8% — 15.
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Y]
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a) Tim tap x4c dinh A cta ham s6 fix).
b)GiasetB={xe R |4 <x<5}.
Hay xdc dinh cac tip A\NB va R \ (A \B).
Cho phuong trinh
mx> - 2x—4m-1=0.

a) Ching minh rang véi moi gid tri m # 0, phuong trinh di cho ¢6 hai
nghiém phéan biét.

b) Tim gid tri cia m dé —1 12 mo6t nghiém cta phuong trinh. Sau dé tim
nghiém con lai.

Cho phuong trinh
x> — dmx + 9(m — 1)2 =
a) Xét xem v@i gid tri nao cta m, phwong trinh trén ¢é nghiém.
b) Gia sir xy, x» 12 hai nghiém cla phuong trinh da cho, hiy tinh téng va
tich ctia ching. Tim moét hé thie gitra x; va x, khéng phu thude vao m.
¢) Xdc dinh m d€ hiéu c4c nghiém cta phuong trinh bang 4.
Chitng minh cdc bat dang thitc sau
a) S(x - 1) s37e | & 5y (x—1),nfux-1>0;

5 5 4 4 T
b)x"+y —xy—xy 20,biétrangx+y=>0;

o) Vha+1+J4b+1+Jdc+1 <5

i ’ ) |-
biét rang a, b, ¢ cung 16n hon _Z via+b+c=1.

Giai hé phwong trinh sau bang cich dwa vé hé phuong trinh dang tam giéc

x+3y+2z=1
3x+ 3y~ z=9
Sx = 2y~ 3z = =3,
a) Xét diu biéu thic

fix)=2x(x+2)— (x+2)(x+1).



10.

11.

12.

b) Lap bang bién thién va vé trong cung mot hé toa d6 vuéng goc cac do
thi ctia cdc ham s6 sau

y=2x(x+ 2) (C))
y=(x+2)x+ 1) (Cy).
Tinh toa d6 cdc giao di€ém A va B ctia (C;) va (C)).

s s - s o s ’ 2 # a2 H o * =
c) Tinh cac hé s6 a, b, ¢ dé ham s6 y = ax™ + bx + ¢ ¢6 gia tri 16n nhat bang
8 va d6 thi cua nd di qua A va B.

Chirng minh cac hé thirc sau

1 - 231112 a |- tana sina + sin3a + sinSa
a - = : b) = tan3a ;
| + sin 2a | + tana cosda + cos3a + cosSa
sinta— cos*a + cos?a ) a tan 2.x tan x ;
c) = cos"— ; d) = s 2.
2(1 = cosa) 2 tan2x — tan.x
Riit gon cdc biéu thifc sau
1 + sinda — cosda 1 + cosa a
a) _ ; b)—tanz——cosza g
| + cosda + sinda | — cosa 2

cos2x — sindx — cos6x

c) -
cos2x + sindx — cosbx

Tinh
a) 4(c0s24° + cos48° — cos84° — cos12°).

b) 96«/5 sin 1coslmslnosiﬂosﬂ-
48 48 24 12 6

¢) tan9’ — tan63° + tan81° — tan27°.

Riit gon
X Ax 4x 8.x i wlk . 3% . X
a) COS—COS— COS—COoS— b) sin—+ 2sin— + sin—-:
5 5 5 5 1 7 i)

Chitng minh rang trong mét tam gidc ABC ta cé
a) tanA + tanB + tanC = tan Atan B tanC (;i, E ; E cung khac %) g
b) sin2A + sin2B + sin2C' = 4sinAsinBsinC'.
Khéng str dung mdy tinh, hiy tinh
sin 40° — sin 45° + sin 50° 6(\5 +3tan15%) .

cos 40° — cos45° + cos 50° 3_3tan15°
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PAP sO

CHUONG I
§l.

1.

a) Ménh dé ;
b) La ménh dé chia bién.

c) La ménh dé chiia bién;

d) Ménh dé.
5. a) Vxe R xl=x;
bydxe R :x+x=0;
c)Vxe R :x+(—x)=0.
7. a) dn € N : n khong chia hét cho n
(ding) ;
b) Vx e @) : X2 = 2 (ding) ;
c)dxe R :x2x+ 1 (sai);
d)Vx e R : 3x=x2 +1(sai).
§2.
l. a)A=1{0,3,86,9 12 15,18} ;
b)B={xe N |x=n@n+1),1<n<5}.
2. a)AcBvaA=#8B;
b) A = B.
3. )3, {a), [}, A;
b) &, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2},
£1.58. B
§3.
. e##={C,0.1,T.N.E) :

+#u ®#={C,0,HIT,N,E,O,G,
MaAs SsAe YsK} ;

B\ A= {0,G,M,A,S,A,Y, K}

a) 233 b) 20,

162

4.

ArA=A A A=A A= :
Aud=A: CAAzg;CAEZ:A.

§4.

1.

a)[-3;4]:b)[-1;2];
ey =2 oy ddl—1 52) ;
e) (-0 ; +).
a)[-1;3];b) T ;

)@ d)[-2;2]

o BY(=2:3 1] ;B 2515

c) (=0 ;2] ;d) (3 ;+»).

85.

2
3.

l=17453.

a)a = 3,141592654 ;

b) Véi b = 3,14, /_\b < 0,002 ;
vél c = 3,1416, A{, < 0,0001.

b) 51139.3736.

. b) 0,0000127 ; c) -0,02400.

On tap chuadng |

10.

11.
12.

8. a) Bung ; b) Sai.
0. ECcGcBcCcA ;

EcDeBcCcA
ayA=1{-2,1,4,7,10,13};

b)B=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,
11,12} ;

c)C={-1,1}.
P& T RSSO0 EX
a) (0;7);b)(2;5);c)[3; +m).



13.a=2,289 ; A, < 0,001.

14. 347.

15. a) Ding ; ¢) Duing ; e) Dung.
16. (A).

17 (BY:

CHUGONG II

§1.
1. a) D= R\{—l} ;
2

byD=R\{1;-3};

1
C)D=[—5,3}.

2. x=3,y=4;;x=~-1,
y=2 =3

3. a) M thuéc d6 thi ;
b) N khéng thuéde db thi ;
c) P thuéc dé thi.

4. a) Ham s6 chan ;

b) Khéng la ham sé chan, khong la
ham s6 1é ;

y=-1;

c) Ham so 1é ;
d) Khong la ham s6 chan, khoéng 1a ham
sO 1é.

§2.

2. a)a=-5.bh=3;
bya=-1,b=3;

3. a)y=2x-3;

§3.

3. a)y:2_r2+.r+2 ;

c)a=0,bh=-3
b) y=-1.

()
b) y=—=x"=-x+2 ;
¥=T

c) }=:.r2-4.r+2 ;

d) y:_x'2—3_r+2 hoac
y= 16x2 +12x+2.
4. a=3,b=-36,c=096.

On tap chuadng Il
8. a)D=[-3;:+o)\{-1};
b)D = (+00;%j el D=TK.

11. a=-1,b=4.
12.a) a=1,b=-1,c=-1.
hha==1,b=2,8=3

L3 €5,
14. (D).
15. (B).
CHUONG III
§1.
3. a)x= 11 b).xi=2;
elx =3 ; d) Vo6 nghiém.
3
4. a)x=0; b)x=—;
2
e X =D ; d) Vo6 nghiém.
§2’.
1. a) _r=—§ : b) V6 nghiém ;
14 |
X=—: d) x=——.
c) 3 ) >
2. a) m=3 thi nghiém la x= L :
m-—3

m = 3 phuong trinh v6 nghiém.
b) m = 2 va m=— 2 thi nghiém la
3
= :
m+2
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m=2thimoix e R langhiém ;

m = —2 phuong trinh vé nghiém.
c)m= 1 thi nghiém la x= 1.

m=1thi moi x € R la nghiém.

. 45 qua.

. b) X ~—0,387 , Xy 1y T2 42
c) X = -1, Xy = —1,333 ;
d) x| = 1,079 , Xy ~-0,412.

. a) _t——g,_t—J,
b) _r|=—l,_1:2=—l;
7
p j_lz:lli\/g;
. 14
d) x, =1, x,=-6.
oAy x=137 b)) x=~1 ;

c) .w:u:ziﬁ; dyx=1.

4
.m=1= x =4, _1'225-.

9 |
c)|—;——1; d) (2 ;0.5
@t ouon
. Gia m6i qua quyt la 800 déng, gid
mbi qua cam 1a 1400 dong.

164

3. a)x=10

1
. a) Vo nghiém ; b) x= _E oy I =

37 29
. a) (.r;y){—'-—];

. Day chuyeén thid nhat : 450 4o ;

Déy chuyén thii hai : 480 do.

ca)xsysz)=(1;5;1:2);

11 5 |
b)(x;y:iz)=|=—;=;—=—|.
YiExG yia) [14 5 ?]

. Gid mét do la 98 000 déng, gid mot

quan la 125 000 déng, gid mot vay la
86 000 déng.

. b)(x;y)=(0,11;1,74);

d)(x;y;z)=(-4,00;1,57;1,71).

On tap chuang Il

b) V6 nghiém ;

-::).1':2\/5;

d) V6 nghiém.

5
2
24712

2
7
34 1
c)(x;yv)=|—:—|;
I 13 13]
f’93.30]
37 '37)

(.3
b) (x;¥= 2;—].

d) (x; )=

. Nguoi thii nhat son xong sau 18 gio,

ngudi thi hai son xong sau 24 gio.

¥ a)(kjy_’z):[_ii_ﬁjj

xR 1
181 7 83
b)(x;y;2)=| —;—:;—|.
%3 Y8 [43 43 43]

1 |

| ;
. Ba phan s6 d6 la—, — va —.

6

. 432 san phim.



10. Néu lam tron dén chi s6 thip phan
thd ba thi két qua la

a) Xy = 1521 Xy = -0,920 ;
b) x| ~—0,333; Xy = —1,000 ;
c) X = 0,741 ; Xy & -6,741 ;
d) x, =-0,707; x, ~ -2,828.

11. a) V6 nghiém ;

6
b).rl =-4 y Xy = —g-

12. a) Chiéu dai 1a 31,5cm, chiéu réng la
15,7m.

b) Chiéu dai 1a 39,6cm, chiéu réng la
27,5m.

13. Nguoi thi nhit quét sin mét minh
hét 4 gio, nguoi thi hai quét sdn maot
minh hét 2 gio.

14. (C) ; 15. (A); 16. (C); 17. (D).

CHUONG IV

§1.
1. d)
2. 86 C.

3. a) HD. Vi a, b, ¢ la d6 dai ba canh
tam gidc nén

a+b-c>0:b+c-a>0;:c+a-b>0,
b) HD. Ap dung a) cé (h—r)z <a?,
(c—a)® <b?, (a—b)? <c2.
Cong ting vé€ ba bat dang thiic nay.
4. HD. Xét hiéu
(.1(3 + y3) = (..rzy + .x‘yz).

6. HD. Goi H 1a ti€p diém cha dudng
thang AB véi dudng tron. Ta cé

AB=HA+ HB>2vHA.HB.

§2.

l.a)xe R\{0;-1};
b)xe R\{1;3;2;-2};
c)x=-1;
d)x € (=0 ; 1]\ {-4}.

4. a) .t'<—%; b) V6 nghiém.

i T
3. ) x<= b)) —ex<?.
4 39

§3.

2. a) %<..r<1;3<_1_r<+m;

blx<~1:0<x<]l ;1<x<3;

c)-12<x<-4;-3<x<0;

2
d) —1<.x‘<§; l <x <+,

3. a) .ri—%;.t'z').;
)

b)x<-5;-1<x<1;x>1.

§4.

3. Dé c6 ldi cao nhit, xi nghiép can lap
phuong dn sin xuét cdc san phim I va
Il theotilée 4: 1.

§5.
1. a) Sx2-3x+1>0 e

b) —2x2+3x+5>0 khi-1<x< = ;

ba |

2x%13x+35 <0khix<-1

hoac x>— ;

¢) x2 +12x+3620, Vx ;

d) 2% — 3)(¢ + 5) < 0 khi -5 < x <%.
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3
(2x=3)x+3)>0khix<-5; x >E-
3. a) Vo nghiém ;

b) —li_réi;
3

c) _r.'<—8;—2<_r<? n ] o g e
d)-2<x<3.

3
4. aym<l;m>3;0b) —5<m<—l.

On tap chuong IV
1. a)x>0;b)y20;
c) |a¢|20,\;fae R ;

a+hb

d) >afab ,Ya=0,bh =0.

2. a)a,b cung ddu; b)a, b cung diu ;
c)a,b trii ddu ;  d) a, b trai diu.

3. (O).

4. Goi P 1a khéi luong thuc cna vat. Ta c6
26,35 < P < 26.45.

> a)x=1:b)x>1l:e)x<1.

6. HD. L+ 552,

{' o
w13

11.a) ix) <0< = o x

—1+Jﬁ
<

2

Axy> 0O x< ﬂ

w~1+\/E
————3

2
gx) >0 x< l—\/?_) hoac

hoac

X

0O<x<2hoacx>1+ \E ;
166

g(x) <0 & 1-43<x<0 hoic

2<x% l+\/§.
b) Nghiém nguyén cta bit phuong
trinh la x = 2 ; 3 ; 4 ... hoac
X= =3 ik,
12.  HD.Xét diu biét thic
A= (h2 + c‘2 - HZ)Z - 4b2c'2.

14. (B) ; 15. (C); 16. (C); 17. (C).

CHUONG V
§1.
2. b)43,3% ; 56,7%

§3.
1. 1170 gig; 31 cm.
2. 6.1 diém : 5.2 diém

Diém trung binh cong clia 16p 10A cao
hon, nén cé thé néi hoc sinh ctia 16p
10A c6 két qua lam bai thi cao hon.

3. C6 hai mét la

M{E” =700 nghin déng ;

Mf} =900 nghin déng.
4. S6 trung vi M, =720 nghin dong.
5. 38,15 ta/ha.
§4.
1. s2~120; 5 ~11 gid

\f ~84; s ~92cm,

2. a) Day s6 liéu vé di€m thi clha 16p
10Cco

= » 2 -
X~ 7,2 diém ; s.~13;s =113 diém.



Diy s6 liéu vé diém thi clia 16p 10D cé
y~7.2diém; s2=08; s ~ 0,9 diém.

b) Di€m s6 clia cdc bai thi & 16p
10D déng déu hon.
3. a) Nhém cd thii 1 cé ¥ = 1kg ;
nhém ca thi 2 c6 y=1kg ;

b) Nhom cd thi 1 ¢6 52 = 0,042 ;
nhém cf thii 2 ¢6 s> = 0,064 ;
c) Nhom ca thi 1 c6 khéi luong dong

déu hon.

On tap chuong V

3. ¢) X =2 (con) ; M, = 2 (con);
M, =2 (con).

4. e) Nhém cd thii 1 c6 ¥ ~ 648 (gam) ;
s2%33,2; 5 ~376 (gam),
Nhom ca thi2co y = 647 (gam) ;
sf ~23,14; s, ~ 481 (gam),

Nhom cd thi 2 c6 khéi luong dong
déu hon.

5. ¥ =34 087 500 dong ;
M, =21 045 000 dong.

6. a) Mét 1a mau 1.

1. 10) 8.8y 1 9.0 5 10..(D) 3 L1.LA).

CHUONG VI

§1.

2. a)0,3142 rad ; b) 1,0036 rad ;
c)—-0,4363 rad ; d)-2,1948 rad.

;8

a) 10° ; b) 33°45' ;

c)—114°35'30" : d) 42°58'19".

a)4,19cm ;b)30cm ;c) 12,92 cm.

5

sdAM, =-a+ Bw ke &
Yy

sdAMz =T-a+ k2n, ke Z ;

X
sdAM3 =a+n+k2n, k e Z.

: 317 317
a)sin@= ——; tana@= —— ;
4
cota = i
3417
b) cosa~= -0,71 ; tanax~ 0,99 ;
cota= 1,01.
c)cosaxr= ] s sing = 13 :
274 J274°
7
cold=——.
15
; 1
d) sing=———;
V10

3 1
COS =—==. tana=——-
dlﬂ 3

; Ay k2t ke &

b) a=QRk+Dm, ke Z ;

c) (ng—f—f('n, ke Z
(s
d) cx=5+k2ﬂ:,k € Z ;

e) a=—§+k2ﬂ:,ke Z

f) a=km, ke Z.
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V2

catl-15"y 2 245
s = 9awl3,

CIn 20 +43)
b) sin—= ——;
12 4
m{.&}M.
12 4 :
tauﬂ— 2—\/§.
12
(o 9+ 442
a)—|—-1]|; b)
2L 3 7
c) cos(a+h)=—3\/§+8 »
15
sin(u—b)=—6+4J§-
15
. a) sing sinb ;
1
b) —cosza;
2

c) cosa sinh.
a) sin2a = 0,96 ; cos2a = 0,28 ;
tan2a ~ 3,43

V3

. a) c08225" = —— ; 5in240" = ——
2 2

L

b) sin2a= —@; cos2a = —E;
169
120
tan2a = —.
119
c) sin2a=—i; cos2a=£'
4
3
tan2a = ——.
i
, 2+4/14 2—4f14 g
sing = , COSA = hoac
6 6
. 14 -2 2+ 414
sing = = , cosd =-— %

7. a) 1 — sinx = 2sin

(T x]
\4 2

4

b) 1 + sinx = 2sin? E+i]

c) 1 + 2cosx = 4cos

4 2

(Tt .\.’] [n .\.’j
—+— |co§| ——— |
\6 2 6 2

d) 1—25in.r:4cos[1+£Jsjn[E_£]_
T T

8. A = tan3x.

On tap chuong VI

J7

3. —_—
3)3.

N5

c) %
4. a) tanza J
c)—-cotx;

1

5. a) —— ;
)2

V3

gl s
) 2

1
b)—=:3
)3

d) _;.

J15

b)2cosx ;

d) sinc.

b)—ﬂ;
2

&

2
dy ==
)2

9y 10.08) ¢ 11 (g 12 (g

13. (C) ; 14. (B).

ON TAP cUOI NAM

| - Cau hoi

3. x€ g,g k[ 500
773

17
4. m>—.
8

5 32000 >2SUUU.

B 22«32 0

IUUU{ 2

3 )IUUU _



Il - Bai tap 6. a)flx) >0 khi xe(-»;-2) U(l;+»)

1. a) [3; 5]. fix)< 0 khix € (-2;1).
b)A\NB=[3;4], b)A(-2;0),B(1:6).
R\N(ANB) = (=% ;3) U (4 ; +x). Syd=-2;b=0:6=8;
1 . -2 16 40
e B = hodc a=— ;| b=— ; c=—-.
2.b)m=—=, x,=1T. . 5 5 5
8. a) tanZa ;
3. a) ggmii 5
J b) sin“a.

b) S=x +xy =4m, ¢) tan(x—15%)cot(x+15°).

P:_rl.r2:9(m—l)2 ; 9.2)2:b)9:c)4.
9(x) + X — 4y’ - 16x,x, =0. sinmf'!r 3x ax
10. a) 2 . D)4sin—cos’ =
4 16sin= 7 7

c) m=1 hoac m=— 5
D

8 (x sysg= (el 2e=2), 1205
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BANG TRA CUU THUAT NGU
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Phuong sai 124
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Phuong trinh hé qua 56
Phuong trinh 4n x 53
Phuong trinh nhiéu 4n 54
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Radian 136
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S6 trung vi 121
S6 trung binh cong 119
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Tan s6 110
Tén s6 cna 16p 112
Tan suat 111
Tan suit cua 16p 112
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nhAt hai 4n
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nhit ba dn
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Ménh dé dao 7
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Ménh dé kéo theo P = O 6
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Mot 121
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trinh
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