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Chuong nay s cung cép nhing kién thic md déu vé Idgic
toén va tap hop. Céc khai niém va céc phép todn vé ménh dé
va tip hop sé gilp chiing ta dién dat cac ndi dung toan hoc
thém rd rang va chinh xac, dng théi gilp chiing 1a hidu day
ddi honv8 suy ludnva ching minh trong todn hoc. Bdi vy,
chuong ndy ¢6 ¥ nghia quan trong ddi vdi viéc hoc tAp mon Todn.




MENH PE VA MENH PE CHUA BIEN

1. Ménhdélagi?

Trong khoa hoc ciing nhu trong doi séng hang ngay, ta thudong gap nhiing ciu

néu lén mot khang dinh. Khang dinh dé cé thé ding hoac sai.

Vi du 1. Chiing ta hiy xét cdc ciu sau day.

(a) Ha No6i 1a tha dé cua Viét Nam.

(b) Thuong Hai 13 mét thanh phé ciia An D6.

(c)l +1=2.

(d) 27 chia hét cho 5.

Céc cau (a) va (c) 1a nhitng ciu khang dinh ding. Cic cau (b) va (d) 1a nhiing

cau khang dinh sai. Ngudi ta goi méi cau trén 1a mot ménh dé logic. ]
Mot ménh dé logic (goi tit la ménh dé) la mot cau khang dinh
diing hocic mot cdu khdng dinh sai. Mot cau khdng dinh ding goi la
mot ménh dé ditng . Mot cau khang dinh sai goi la mét ménh dé sai.
Mot ménh dé khong thé vita diing vita sai.

CHU Y
Cau khong phai 14 cau khang dinh hoac cau khang dinh ma khong cé
tinh diing - sai (tinh hoac diing, hoac sai) thi khéng phai la ménh dé.

Chang han, cau "Hém nay trdi dep qué !" 12 mot cau cam than do dé
khong phai la ménh dé.

2. Ménh dé phu dinh
Vi du 2. Hai ban An va Binh dang tranh

luan véi nhau.

Binh néi: "2003 la s6 nguyén t&".

An khang dinh : "2003 khéng phai 14 s6
nguyén to",

Néu ki hiéu P 1a ménh dé Binh néu thi
ménh dé cia An cé thé dién dat la
"Khéng phai P" va dugc goi 1a ménh dé
phii dinh cta P. O




Cho ménh dé P. Ménh dé "Khéng phai P" duoc goi la ménh dé
phit dinh ciia P va ki hiéu la P . Ménh dé P va ménh dé phii
dinh P 1a hai cdu khdng dinh trdi nguoc nhau. Néu P diing thi
P sai, néu P sai thi P diing.

CHUY
Meénh dé phii dinh ctia P c6 thé dién dat theo nhiéu cdch khic nhau.
Chang han, xét ménh dé P : "2 14 s6 hitu ti". Khi dé, ménh dé phi

dinh clia P c6 thé phatbi€u1a P : "2 khong phai 13 s6 hitu ti" hoac
P ;"2 1A mots6 voti".

H1| Néu ménh d@é phi dinh ctia méi ménh dé sau day va xac dinh xem ménh dé
pha dinh dé dung hay sai.

(a) Pa-n la thi d6 ctia nudc Anh.

(b) 2002 chia hét cho 4.

Ménh dé kéo theo va ménh dé dao

Vi du 3. Xét ménh dé "Néu An
vuot dén do thi An vi pham
luét giao théng".

Ménh dé trén c6 dang "Néu P
thi Q" trong dé P la ménh dé
"An vuot dén do", Q la ménh
d¢ "An vi pham luat giao
thong". Ta goi d6 14 ménh dé
kéo theo. |

Cho hai ménh dé P va Q. Ménh dé "Néu P thi Q" duoc goi la
ménh dé kéo theo va ki hiéula P = Q. Ménh dé P = Q sai khi
P diing, Q sai va diing trong cdc truong hop con lai.

Tuy theo néi dung cu thé, d6i khi ngudi ta con phat biéu ménh dé P = Q
la "P kéo theo Q" hay "P suy ra Q" hay "Vi P nén Q"...
Ta thudng gap céc tinh huéng sau :

— Cd hai ménh dé P va Q déu ding. Khi dé P = Q la ménh dé diing.

— Ménh dé P diing va ménh dé Q sai. Khi dé P = Q la ménh dé sai.

Vi du 4. Ménh dé "Vi 50 chia hét cho 10 nén 50 chia hét cho 5" 12 ménh dé
diing. Ménh dé "Vi 2002 13 s6 chan nén 2002 chia hét cho 4" 1A ménh dé sai.
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H2| cho tir giadc ABCD. Xét ménh dé P - "Tit gidc ABCD la hinh chit nhat” va ménh
dé Q - "Tir giac ABCD c6 hai duong chéo bang nhau" Hay phat biéu ménh dé
P = QO theo nhiéu céch khéc nhau.

‘ Cho ménh dé kéo theo P = Q. Ménh dé Q = P duoc goi la

ménh dé ddo ciia ménh dé P = Q.

Vi du 5. Cho tam gidc ABC. Ménh dé dao clia ménh dé "Néu tam gidc ABC 1a
tam gidc déu thi né 13 tam gidc can" 12 ménh dé "Néu tam gidc ABC 13 tam
giidc caAn thi né 14 tam gidc déu".

Ménh dé tuong duong

Vi du 6. Cho tam gidc ABC. Xét ménh dé P : "Tam gidc ABC 14 tam gidc can"
vameénh dé Q : "Tam gidc ABC cé hai dudng trung tuyén bang nhau". Ménh dé R :
"Tam gidc ABC 13 tam gidc cAn n€u tam gidc d6 ¢6 hai dudng trung tuyé€n bang
nhau va nguoc lai" con cé thé phat biéu 1a : "Tam gidc ABC 14 tam gidc can néu
va chi né€u tam gidc dé c6 hai dudng trung tuyén bang nhau", ménh dé dé c6
dang "P néu va chinéu Q". Ta goi R 1a mét ménh dé tuwong diong. 0

Cho hai ménh dé P va Q. Ménh dé ¢é dang "P néu va chi néu Q"
dicoc goi la ménh dé twong duong va ki hié¢ula P & Q.
Ménh dé P < Q ding khi ca hai ménh dé kéo theo P = Q va
Q = P déu diing va sai trong cdc truong hop conlai.

Déi khi, ngudi ta con phat biéu ménh dé P < Q 1a "P khi va chi khi Q".

Ménh dé P < Q diing néu ca hai ménh dé P va Q ciing diing hodc
ciung sai. Khi dé, ta néi rang hai ménh dé P va Q tiwong diong
vol nhau.

H3

a) Cho tam giac ABC. Ménh dé "Tam giac ABC la mot tam giac co ba goc bang nhau
néu va chi néu tam giac do cé ba canh bang nhau" la ménh dé gi ? Ménh dé do
dung hay sai ?
b) Xét cac ménh dé P - "36 chia hét cho 4 va chia hét cho 3" ;

Q - 36 chia hét cho 12"
i) Phat biBuménh dé P > Q, Q > P vaP < Q.
i) Xét tinh dung - sai ctia ménh dé P < 0.




S.

Khai niém ménh dé chira bién

Vidu 7. Xét cac ciu sau day.

(1) "n chia hét cho 3", (v6i n 1a s6 tu nhién).

(2) "y>x+ 3", (véi x va yla hai s6 thuc).

Mbi cau trén déu 13 mot cau khang dinh chita mot hay nhiéu bi€n nhan gid tri
trong mot tip hop Xnao dé. Tinh diing - sai ctia chiing tuy thudc vao gia tri cu
thé ctia cdc bi€n dé. Néu cho cic bién nhiing gid tri cu thé trong tap X thi ta
duge nhitng ménh dé. Chang han, né€u ki hiéu cau (1) 1a P(n) thi P(6) 1a
"6 chia hét cho 3", d6 14 ménh dé dung ; n€u ki hiéu cau (2) la Q(x ; y)
thi (1 ;2)1a"2> 1+ 3", d6 12 ménh dé sai. m

Cdc cau kiéu nhie cdu (1) va cdu (2) duoc goi la nhitng ménh dé chita bién.

H4| Cho ménh d@é chira bién P(x): "x > x*" vdi x la s6 thuc. H6i m&i ménh dé P(2)

va P[%] dung hay sai ?

Cac ki hiéu V va 3
a) Ki hiéu V
Cho ménh dé chita bién P(x) véix € X. Khi dé khang dinh
"Véi moi x thuée X, P(x) ding" (hay "P(x) ding véi moi x thuée X*) (1)
la mét ménh dé. Ménh dé nay ding néu véi x, bat ki thuée X, P(x;) la ménh dé

ding. Ménh dé nay sai n€u cé x, € X sao cho P(x;) la ménh dé sai.

Meénh dé (1) duoc ki hiéu 1a
"Vxe X, P(x)" hoiic "Vxe X: P(x)".

Kihiéu ¥ doc 1a "v&i moi".

Vidu8

a) Cho ménh dé chira bién P(x) : " 2 -2x+2>0" véi x 14 86 thue. Khi dé

ménh dé "Vx e R, P(x)" ding vi véi bat ki x € R ta déu ¢6
gl bp s T3 1m0,

b) Cho ménh dé chita bién P(n):"2" +1 14 s6 nguyén t6" véi n 1a s6 tu nhién.

Khi d6, ménh dé "Vn € N, P(n)" sai vi véi n = 3 thi P(3) : "% 4+ 113 s6

nguyén t6" 12 ménh dé sai. 0

HS| Cho ménh dé chita bién P(n): "n(n+1) la s6 18" voin la s6 nguyén. Phat biéu
ménh dé "vih € Z, P(n)". Ménh dé nay dung hay sai ?




b) Ki hiéu 3
Cho ménh dé chita bi€n P(x) véi x € X. Khi dé, khang dinh
"Tén tai x thuéc Xdé P(x) ding" (2)

la mét ménh dé. Ménh dé nay ding néu c¢6 xy€ X dé P(x,) la ménh dé
ding. Ménh dé nay sai n€u véi x, bit ki thuée X, P(x,) 1a ménh dé sai (néi
c4ch khéc 12 khéng c6 x, nao thudec Xdé P(x,) 12 ménh dé ding).

Ménh dé (2) duoc ki hiéu 13
"dx € X, P(x)" hodac "dx e X : P(x)".
Ki hiéu 3 doc 12 "tén tai".

Vidu9

a) Cho ménh dé chita bi€n P(n) : "2" +1 chia hét cho n" v&i n 13 s6 tu nhién.
Khi d6, ménh dé "3n € N, P(n)" ding vi véi n=3 thi P(3) : " 2% +1 chia hét
cho 3" 12 ménh dé ding.

b) Cho ménh dé chita bi€n P(x): "(x— l)2 < 0" véi x 1a s6 thue. Khi d6, ménh dé

"Ir € R, P(x)" 13 ménh dé sai vi véi bit ki XoER ,ta déu c6 (= l)2 20, 1

H6| Cho ménh dé chira bién o) - "2" -1 la s6 nguyén t6™ vdi n la s6 nguyén
duong. Phat biéu ménh dé "3In € N*, Q(n)". Ménh dé nay dung hay sai ?

Ménh dé phu dinh cua ménh dé c6 chia ki hiéu V, 3
Vi du 10. Ménh dé phti dinh ctia ménh dé "Véi moi 6 tu nhién n, 2° +1 14 s6
nguyén t&6" 13 "Tén tai s6 tu nhién n dé 22 +1 khéng phaila s6 nguvénts”. [

Cho ménh dé chita bién P(x) véi x € X. Ménh dé phu dinh cuia
ménh dé "Vx € X, P(x)" la
Tx e X Plx)".

Vi du 11. Ménh dé phu dinh clia ménh dé "Trong 16p em c¢6 ban khéng thich
mo6n To4n" 12 "T4t ca cdc ban trong 1&6p em déu thich mén Todn". O
Cho ménh dé chita bién P(x) véi x € X. Ménh dé phi dinh ciia
ménh dé "Ix € X, P(x)" la
"Vx e X, P(x)".

H7| Néu ménh dé phii dinh ctia ménh dé "Tat cé cac ban trong I6p em déu co
may tinh"




73]

Cau hai va hai tap

Trong cédc cau dudi day, cdu nao 1a ménh dé, ciu nao khéng phai 1a ménh dé ?
Néu la ménh dé thi em hay cho biét né dung hay sai.

a) Hiy dinhanhlén!; b)5+7+4=15; c) Nam 2002 la nam nhuén.
Néu ménh dé phua dinh cta méi ménh dé sau va xdc dinh xem ménh dé phu
dinh dé6 dung hay sai.

a) Phuong trinh X -3x+2=0cb nghiém.

b) 2! — 1 chia hét cho 11.

c) C6 vo s6 s6 nguyén to.

Cho tir gidc ABCD. Xét hai ménh dé :

P : "Tir gidc ABC'D la hinh vuéng",

Q : "Tir gidc ABCD la hinh chir nhat c6 hai duong chéo vuéng goc”.

Phit bi€u ménh dé P <> Q bang hai cdch vi cho biét ménh dé dé ding
hay sai.

Cho ménh dé chira bi€n P(n) : "n® — 1 chia hét cho 4" v&i n 13 s6 nguyén. Xét
xem moi ménh dé P(5) va P(2) ding hay sai.

Néu ménh dé pht dinh cia méi ménh dé sau :

a) Vn e N*, n’-11a boi cua 3 ; b) Vx € R, ez gpige Tos 0

)Ive Q x*=3; d)Ine N, 2" +11as6nguyénts ;
e)Vne N, 2" >n+2,

B ?’ i ar i
{1 CAC SO PHEC-MA

Cac sé F,=2" +1 dudc goi la cac s6 Phéc-ma. Ménh dé F : "vn e I, 2° +1 1a s6
nguyén t8" do nha toan hoc 16i lac Phéc-ma (P. Fermat, 1601 — 1665) néu ra khi 6ng
nhan xét thdy cac sé F, =3, F, = 5, F, = 17, Fy = 257, F, = 65 537 déu la s nguyén té.
Nha toan hoc thién tai O-le (L. Euler, 1707 — 1783) da chimg t6 ménh dé F sai bang
cach chira véi n=5ta c6 Fy = 2*% +1=4294 967 297 = 641 x 6700 417 chia hét cho 641,

khéng phai la sé nguyén t6.
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AP DUNG MENH PE VAO
SUY LUAN TOAN HOC

Dinh li va ching minh dinh li

Vidu 1. Xét dinh 11 "Néu n la s6 trr nhién 1é thi n” - 1 chia hét cho 4"

Dinh 1i nay duoc hi€éu moét cdch diy di 12 "V&i moi s6 tur nhién n, néu n 1a s6
i d ™, 2— L A n

lé thi n” — 1 chia hét cho 4".

Trong todn hoc, dinh li la mot ménh dé diing. Nhiéu dinh li diuoc
phat biéu duéi dang

"Wx € X, P(x) = 0(x)", (1)
trong dé P(x) va Q(x) la nhitng ménh dé chita bién, X la mét tdp
hop nao do.

Chitng minh dinh li dang (1) la ding suy ludn va nhitng kién thirc
dd biét dé’ khdng dinh rang ménh dé (1) la diing, titc la cdn chitng
to rang vot moi x thuéc X ma P(x) ding thi Q(x) diing.

C6 thé chitng minh dinh 1i dang (1) mot cich truc ti€p hoac gidn tiép.

« Phép chirng minh truc ti€p gém cdc budce sau :

— Lay x tuy ¥ thudéc Xma P(x) dung ;

— Diuing suy luan va nhitg kién thifc todn hoc da biét dé chi ra ring Q(x) diing.
Vi du 2. Hay ching minh trire ti€p dinh 1i néu & vidu 1.

Chitng minh. Cho n 1a s6 tu nhién 1é tuy y. Khi dé, n = 2k + 1, k € N,
Suy ran®—1=4k%+ 4k + 1 - 1 = 4k(k + 1) chia hét cho 4. 0

Daéi khi viée chirng minh trire ti€p mot dinh 1i gap khé khan. Khi dé, ta dung
cach ching minh gian ti€p. Mot cach chimg minh gidan ti€p hay duwoc dung la
chitng minh bang phan chimng.

« Phép chimg minh phan ching gébm cédc bude sau :

— Gia sir t6n tai x; thudée Xsao cho P(x;) ding va Q(x,) sai, tirc [a ménh dé (1)
12 ménh dé sai ;

— Diing suy luan va nhimg kién thifc toin hoc di biét dé di dén mau thuin.



Vi du 3. Chimg minh bang phan chitng dinh 1i "Trong mat phang, cho hai
dudng thang a vd b song song véi nhau. Khi d6é, moi dudng thang cat a thi
phai cat b".

Chitng minh. Gia st ton tai dudng thang ¢ cat @ nhung song song véi b. Goi M
12 giao di€ém clia @ va ¢. Khi d6, qua M c¢6 hai dudng thang a va ¢ phin biét
ciing song song v&i h. Diéu ndy mau thuin véi tién dé O-clit. O

H1| Chimg minh bang phan chimg dinh Ii "V6i moi s6 tu nhién n, néu 3n + 2 la s6 1é
thin la sé lé"

Dicu kién can, diéu kién du
Cho dinh li duoi dang

"Vx € X, P(x) = Q(x)". (1)
P(x) duoc goi la gid thiét va Q(x) la két ludn ciia dinh li.

Dinh 1i dang (1) con durge phat biéu :
P(x) la diéu kién du dé c¢6 Q(x)
hoac
Q(x) la diéu kién cdn dé cé P(x).
Vi du 4. Xét dinh 1i "Véi moi s6 tu nhién n, n€u n chia hét cho 24 thi né chia
hét cho 8".
Khi dé, ta néi "n chia hét cho 24 13 diéu kién di dé€ n chia hét cho 8" hoac

~ i s e 5 - Ly - o = ~
cting n61 "n chia hét cho 8 la diéu kién can dé n chia hét cho 24". O

H2| Dinh Ii trong vi du 4 ¢6 dang "vn € N, P(n) = QO(n)". Hay phat biéu hai ménh dé
chira bién P(n) va Q(n).

Pinh li dao, diéu kién can va da
Xét ménh dé dao cta dinh 1i dang (1)

"Wx e X 00x) = P(x)". (2)
Ménh dé (2) cé thé ding, c6 thé sai. Néu ménh dé (2) ding thi né duge goila
dinh li dao cla dinh li dang (1). Lic dé dinh 1i dang (1) s& duoc goi la dinh li
thudn. Dinh 1i thuan va dao c6 thé viét gop thinh mot dinh 1

"Vxe X, P(x) < Q(x)".
Khi do, ta noi

P(x) la diéu kién can va du dé cé6 O(x).
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Ngoii ra, ta con néi "P(x) n€u va chi néu Q(x)" hoac "P(x) khi va chi khi
Q(x)" hoac "Diéu kién can va di dé c6 P(x) 1a c6 Q(x)".

H3| xét dinh Ii "V8i moi s6 nguyén duong n, n khéng chia hét cho 3 khi va chi khi
n’ chiacho3 dur1"”
Str dung thuét ngir "diéu kién can va da" dé phat biéu dinh Ii trén.

n ] - " m g
Cau hoi va bai tap
Phat biéu ménh dé dao ctia dinh 1{ "Trong mét tam gidc can, hai dudng cao (ing
v6i hai canh bén thi bang nhau". Ménh dé dao dé ding hay sai ?
Chirng minh dinh 1i sau bang phan chimg :
"Néu a, b 13 hai s6 duong thi a+b > 24ab ".

8. Sir dung thuat ngit "diéu kién di" dé phat biéu dinh 1i "Néu @ va b 1a hai s6 hitu

9.

10.

11.

ti thi téng a + b ciing 14 s6 hiru ti".

Str dung thuat ngit "diéu kién cin" dé phat biéu dinh 1i "Néu mét sé tu nhién
chia hét cho 15 thi né chia hét cho 5",

Str dung thuat ngir "diéu kién cin va di" dé phat biéu dinh 1 "Mot tir gidc ndi tiép

duoce trong mét dudng tron khi va chi khi téng hai gée déi dién ctia né 14 180°",

Ching minh dinh 1f sau bang phan ching :

"Néu n 1a s6 tu nhién va n* chia hét cho 5 thi n chia hét cho 5".

Goabf«
¢’/ DBOINET VE GIOOC-GIO BUN

"1 NGUOI SANG LAP RA LOGIC TOAN

-
{: i

Giobc-gid Bun sinh ngay 2-11-1815 & Luan B6n. Ong la con trai moét nha ban tap hoa
nhd. Vi nha nghéo nén tir ndm 16 tudi 6ng da phai tim viéc lam dé kiém tién dé dan
cha me. Ong bat dau day hoc tir khi d6. Ndm 20 tudi, dng mé mét trudng tu & qué
nha. Via cam cui day hoc, éng vira ra slc tu hoc, tich luy vén kién thic toan hoc.
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Giooc-gio Bun
(George Boole, 1815 — 1864)

Hoan toan bang cac kién thirc tu hoc, éng da bat tay vao
nghién cu véi mot niém say mé 16n lao trong hoan canh kinh
t€ khé khan thi€u thén. V&i nang khiéu, su théng minh va
niém say mé toan hoc, 6ng da dat dugc moét sé két qua va bat
dau néi ti€ng nho nhimg céng trinh clia minh nhu : "Giai tich
toan hoc clia 18gic", "Cac dinh luat cla tu duy". Nho db, éng
dudc bd nhiém lam Gido su toan cla trusng N hoang & Ai-len
(Ireland) tir ndm 1849 cho dén cudi doi. Mot diéu kha thu vi la
ngudi con gai clia 6ng chinh 1a nif van si E-ten Bun (Eten Boole),
tac gia clia cudn tiéu thuyé&t "Rudi trau" rat néi tiéng.

Ong mat ngay 8-12-1864, tho 49 tudi. Cudc ddi va su nghiép

clia 6ng la mot tAm guong sang dang dé chiing ta noi theo vé tinh than khac phuc khé
khan, lao dong can cu, kién nhan hoc tap va say mé nghién clu, sang tao.

Luyén tap

12. Dién diu "x" vao 6 thich hgp trong bang sau :

Cau

Khéong 1a ménh dé| Ménh dé dang | Ménh dé sai

24 _ | chia hét cho 5.

153 1a s6 nguyén to.

Cam da béng & day !

Ban c6 may tinh khong ?

13. Néu ménh dé phu dinh cia méi ménh dé sau :
a) Ta giac ABCD da cho 1a mét hinh chir nhat ;

b) 9801 la s6 chinh phuong,.

14. Cho titr gidc ABCD. Xét hai ménh dé

P : "Tit gidc ABCD c6 téng hai géc doila 180°" ;

Q : "Tu giac ABCD la tir gidc ndi tiép".

Hiy phat biéu ménh dé P = Q va cho biét ménh dé nay ding hay sai.
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15.

16.

17.

18.

19.

14

Xét hai ménh dé
P : "4686 chia hét cho 6" ; O : "4686 chia hét cho 4",

Hiy phat biéu ménh dé P = Q vi cho biét ménh dé niy ding hay sai.
Cho tam gidc ABC. Xét ménh dé "Tam gidc ABC 13 tam gidc vuéng tai A néu

va chi néu AB® + AC? = BC?"

néu ménh dé P va ménh dé Q.

. Khi vi€t ménh dé nay dudi dang P < Q, hay

Cho ménh dé chita bién P(n) : "n = n”" véi n 1a s6 nguyén. Dién dau "x" vao 6
vuong thich hop.

a) P(0) Pung Sai

b) P(1) Piing Sai

c) P(2) Pung Sai

d) P(-1) Diing Sai

e) dn € Z, P(n) Dung Sai

g)Vne Z,P(n) Diing Sai

Néu ménh dé phi dinh cia méi ménh dé sau :

a) Moi hoc sinh trong 16p em déu thich mén Todn ;

b) C6 moét hoc sinh trong 16p em chura bi€t sir dung may tinh ;
¢) Moi hoc sinh trong 16p em déu biét d4 béng ;

d) C6 mét hoc sinh trong 16p em chura bao gid duge tam bién.

Xdc dinh xem cdc ménh dé sau day ding hay sai va néu ménh dé phu dinh cta
mdi ménh dé dé :

a) dx € R,xz: l:
b) In € N, n(n + 1) 1a moét s6 chinh phurong ;
OVxeR, (x— 1Y #x—1:

d) Vn e N, n?+1 khéng chia hét cho 4.



20. Chon phwrong 4n tra 161 ding trong cdc phuong 4n da cho sau day.
Ménh @ "3x € R, 2=2" khang dinh rang :
(A) Binh phuong ctia méi s6 thue bang 2.
(B) Cé it nhAt mét s6 thue ma binh phuong ctia né bang 2.
(C) Chi c6 mot s6 thuce cd binh phuong bang 2.
(D) Neéu x 1a moét s6 thure thi =2
21. Ki hiéu X1a tap hop céc ciu thli x trong doi tuyén béng 16, P(x) 1a ménh dé

chita bién "x cao trén 180 cm".

Chon phwong 4n tra 16i diing trong cdc phrong dn da cho sau day.

Ménh dé "Vx € X, P(x)" khang dinh rang :

(A) Moi céu thui trong d6i tuyén béng ré déu cao trén 180 cm.

(B) Trong s6 cdc ciu thi ctia doi tuyén béng ré cé mot s6 cu thi cao trén
180 cm.

(C) Bt cit ai cao trén 180 cm déu 14 cAu thi clia doi tuyén béng 16 .

(D) C6 mot s6 ngudi cao trén 180 cm 14 cdu thi clia doi tuyén béng ré.

TAP HOP VA CAC PHEP TOAN
 TREN TAP HOP

1. Tap hop

O 16p dudi, ching ta di 1am quen véi khdi niém tap hop. Nhé lai riang

Tdp hop 1a mot khai niém co ban ctia todn hoc. Ta hi€u khdi niém tap hop qua
cac vi du nhur : Tap hop tit ca cdc hoc sinh I6p 10 cta trudng em, tap hgp céc
s6 nguyén t6,... . Théng thuong, méi tap hop gébm cdc phan tir cling cé chung

mot hay mot vai tinh chat nao dé.
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Néu a 1a phan tir cta tap hop X, ta viét a € X (doc 14 : @ thude X). Néu a khong
phai 3 phan tir ctia X; ta viét a ¢ X(doc 1a : a khéng thuoce X). Dé cho gon, déi
khi "tap hop" sé& duoc goi tat 1a "tap".

Ta thudng cho mot tdp hop bang hai cdch sau day.

1) Liét ké cdc phan ti cuia tap hop.

H1| Viét tap hop tat cé cac chit cai co mét trong dong chir "Khéng co gi quy hon
dbc lap tur do”.

2) Chi ré cac tinh chdt dédc trung cho cdc phan tw cia tap hop.

H2
a) Xéttap hop A= {n € N |3 <n <20}. Hay viét tap A bang céach liét ké cac phan tir

ctia no.
b) Cho tap hop B= {-15;-10;-5;0;5:10; 15}). Hay viét tap B bang céach chi rd cac
tinh chat déc trumg cho cac phan tir cda né.

Né6i chung, khi néi dén tip hop la néi d€n cdac phan tir ciia né. Tuy nhién,
ngudi ta ciing xét ca tap hop khong chira phan tir ndo. Tap hop nhu vay goi 1a
tap rong va duoc ki hiéu 1a &.

Tap con va tap hop bang nhau
a) Tap con

Tdp A dicoc goi la tap con cuia tdp B va ki hiéula A C B néu moi

phan ni cia tdp A déu la phan ni cua tdp B.

AcCcB& (Vx,xe A= x e B).

Néu A C B thi ta con ndi tap A bi chia trong tap B hay tép B chira tip A va con

viEtlaB D A.

Tir dinh nghia tap con, dé thay tinh chét bac ciu sau
(AcBvaBc(C)=>AcC(),

Ciing dé thidy moi tap hop 1a tip con cta chinh né.

Nguoi ta coi & 1a tAp con ctia moi tip hop, tirc 1a & < A véi moi tap A.



H3| Cho hai tap hop A = {n € N | n chia hét cho 6} va B = {n € N | n chia hét

cho12}. H6iAc BhayBc A ?
b) Tap hop bang nhau

Hai tap hop A va B duoc goi la bang nhau va ki hiéu la A = B néu
madi phdn it ciia A la mét phdn nr ciia B va méi phdn tir ciia B
ciing la mét phan tir cuia A.

Tir dinh nghia nay, ta c6
A=B& (AcCBvaBcCA).

Hai tap hop A va B khéng bang nhau (hay khdc nhau) dwoc ki hiéu 13 A # B.
Nhu vay, hai tip hop A va B khac nhau néu c¢é mot phan tir cia A khong 1a
phan tir ciia B hoac c6 mét phéin tir cia B khoéng 1a phan tir ciia A.

H4| Xét dinh Ii "Trong mat phang, tap hop cac diém cach déu hai mat clia moét
doan thang la duong trung truc ctia doan thang do”

Pay co phai la bai toan chimg minh hai tap hop bang nhau khéng ? Néu co, hay néu
hai tap hop do.

¢) Biéu d6 Ven
Céc tap hop c6 thé duge minh hoa trie quan bang hinh

v& nhd bi€u d6 Ven do nhi todn hoc ngudi Anh Gién
Ven (John Venn) lan dau tién dwa ra vao nam 188]1.
Trong bi€u dé Ven, ngudi ta ding nhitng hinh giéi han
bdi mét dudng khép kin dé biéu dién tap hop.

Chang han, hinh 1.1 thé hién tip A 14 tip con clia tip B. Hinh 1.1

Vi du 1. Chiing ta da biét tap hop s6 nguyén duong N, tap hop s6 tu nhién NN,
tap hop s6 nguyén Z, tip hop s6 hitu ti @ va tap hop s6 thue R.

Ta c6 cac quan hé sau

N'cNcZcQcR.

HS5| Vé biéu dé6 Ven mé té cac quan hé trén.

17



3. Mot sé cac tap con cua tap hop sé thuc

Trong cdc chuong sau, ta thudng sir dung céc tip con sau day cua tip s6 thue IR.

ORI Tép hop Biéu dién trén truc s
: - I (phdn khong bi gach chéo)
Tap s6 thue (- ; +0) R ’ 2
a b
Doan [a ; b] {xe R|a<x<b} “"“"‘"""H“*“"""‘"’*"
& a b
Khoang (a ; b) {xe R|a<x< b} ””*”*’(H”W"’
’ 1 a b
Nira khoang [a ; b) (xe R|a<x<b) "‘”"’“‘H"W
2 2 7 b
Ntra khoang (a ; b] (xe R|a<x<b) ﬂmm»(—}ﬁﬂfﬂﬁw
e 4 1
Nira khoang (-« ; a] {xe R|x<a} —————Jrirtsrir>
Nitra khoang [a ; +0) {xe R|x2za} ﬁmm{a—-
,, a
Khoang (- ; a) {xe R|x<a} 4)’"“""""""""”"">
i a
Khoang (a ; +=) {xe R|x>a} >

Trong cac ki hiéu trén, ki hiéu —oo doc la am v6 cuc, ki hiéu +o doc 1a duong
vé cwre ; @ va b duge goi la cde ddu miit cia doan, khoang hay nira khoang.

H6 | Hay ghép méi y d cot trai voi mét y d cot phéi co cung mét ndi dung thanh cap.

ayx e[l;3]; [)l1<x<35;
b)xe(l;3]; 2Ax< 5
c)x € [5; +w); N =A:
d)xe (-»:3); HN1<x<5;
R E =

18



4. Cac phép toan trén tap hop
a) Phép hop

Hop cua hai tap hop A va B, ki hiéula A U B, la tdp hop bao

eoém tdt ca cdc phan tir thuée A hodc thuée B.

AuB={x|xe A hoic x € B}.

Trén biéu d6 Ven (h.1.2), phan gach chéo biéu
dién hop cua hai tip hop A va B.

Vidu 2. Cho doan A =[-2; 1] va khoang B = (1 ; 3).
Ta cod Hinh 1.2

A B3 3, O

b) Phép giao

Giao cua hai tap hop A va B, ki hiéu la A m B, la tap hop bao

goém tdt ca cdc phan ti thuéc ca A va B.

ANnB={x|x€ A va x € B},

Trén biéu d6 Ven (h.1.3), phian gach chéo biéu
dién giao cua hai tip hgp A va B.

Néu hai tdp hop A va B khéng cé phan tir chung,
nghia la A N B = O thi ta goi A va B la hai tip
hop roi nhau. Hinh 1.3

Vi du 3. Cho ntra khoang A = (0 ; 2] va doan B=[1 ; 4]. Ta c¢é
A e B=137], O

H7| Goi A la tap hop céac hoc sinh gidi Toan cta trudng em, B la tap hop céc hoc

sinh gioi Van ctia truvong em. Hay moé ta haitap A w B va A M B.
c¢) Phép lay phan bu

Cho A la tdp con ciia tdp E. Phdn bit ciia A trong E, ki hiéu la CEA(”,
la tdp hop tdt cd cdc phan tit ciia E ma khoéng la phan it cuia A.

(1) C la chit dau tién ciia tir ti€ng Anh "complement” c6 nghia phan bii, bo sung.
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Trén biéu d6 Ven (h.1.4), phin gach chéo biéu dién
phan bt cta tip A trong E.

Vi du 4. Phén bu cua tip cdc s6 tu nhién trong tip cac
s6 nguyén la tip cdc s6 nguyén Am. Phan bu cna tip
cac s6 1é trong tip cdc s6 nguyén la tp cdc s6 chan. [J

H8| a) Phédn bu cda tap s6 hin tf Q trong R Ia tap nao ? Hinh 14

b) Gia sir A la tap hop cac hoc sinh nam trong I6p em, B la tdp hop cac hoc sinh
frong lop em va D la tap hop cac hoc sinh nam trong trudng em. Hay mo ta cac tap
hop: CgA ;| C,A.

CHU'Y

Véi hai tip hop A, B bit ki, ngudi ta con xét hiéu cua hai tap hop
A va B.

‘ Hiéu cia hai tap hop A va B, ki hiéu la A\ B, la tap hop bao
goém tdt cd cdc phan tir thuéc A nhiung khong thuéce B.

A\B={x|x€ A va x ¢ B}.

Trén bi€u d6 Ven (h.1.5), phin gach chéo biéu dién
hiéu cta hai tip A va B.

Vidu 5. Cho nira khoang A = (1 ; 3] va doan B=[2 ; 4].
Khi d6, ANB=(1; 2).

Tur dinh nghia ta thdy, néu A  E thi

Hinh 1.5

CzA = E\A.

Cau hai va hai tap

. Viét méi tap hop sau bang cach liét ké cdc phén tir clia né

A= {xeR|2x—x)2x* - 3x-2)=0};
b) B= {n e N*|3 <n” <30}

. Viét méi tap hop sau bang cdch chi r6 cic tinh chat dac trung cho cdc phén tir

ctuand :



30.

73]
L2

a)A=1{2;3:;5;7}; b)B={-3;-2;-1;0;1;2;3};
el C=4-5:0:5:104 15}.

. Xét xem hai tap hop sau ¢6 bang nhau khéng :

A={xeR|Gx-Dx-2)x—-3)=0}vaB=1{5;3;1}.

. GiastA=1{2;4;6},B={2;6},C={4;6})vaD=1{4;6;8} Hiy xdc

dinh xem tap nao la tip con cua tiap nao.

. Cho A la tap hop cdc hoc sinh 16p 10 dang hoc & trudong em va B la tip hop

c4c hoc sinh dang hoc mén Ti€ng Anh cia trudng em. Hay dién dat bang 1i
cac tap hop sau :

a)ANB; b) A\B ; c)AUB; d) B\A.

. Goi A, B, C, D, E va F lan luot 1a tap hop céc tit gidc 161, tip hop cédc hinh

thang, tip hop cac hinh binh hanh, tip hop cac hinh chit nhat, tip hop cac hinh
thoi va tip hop cic hinh vuéng. Héi tip ndo 14 tip con cua tap nio ? Hay dién
dat bang 1&i tip D N E.

ChoA=1{1;3:;5}vaB={1;2;3}. Tim haitip hop (A\B) U (B\A) va
(A U B)\ (A m B). Hai tip hop nhin duoc 12 bang nhau hay khéc nhau ?

. Dién diu "x" vao 6 tréng thich hop.

a)yVxe Rxe(2,1:54)=xe(2:5) Diing Sai
b)Vxe R,xe (2,1 ;54)=>xe(2;0) Dung Sai
c)Vxe R, -12<x<23=>-1<x<3 Puang Sai
dVxe R, -43<x<-32=>-5<x<-3 Pung Sai

Cho doanA = [-5; 1] vi khoang B=(-3;2). Tim A W Bva A N B.

Luyén tap

. X4c dinh hai tip hop A va B, biét rang :

A\B={1;5;7;8},BNA={2;10}vaAnB={3;6;9}.

: Chod=+A] 1 2:374:5; 69, B=00 124 688}y C= {3 :4:5:6;7L

Hiy tim A m (B\ C) vd (A n B) \ C. Hai tap hop nhan dugc bang nhau hay
khéac nhau ?
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N

36.

40.

41.
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Cho A va B 13 hai tip hop. Dung biéu dé Ven dé kiém nghiém rang :
a)(A\B)CA; Db ANB\A)=O; c)A U (B\A)=A UB.

Cho A 1a tap hop cdc s6 tu nhién chan khéng 16n hon 10, B= {n € N | n < 6}

vaC={neN|4<n<10}. Hiy tim:

AANBUC); b) (A\B) U (A\C) U (B\C().
Dién dau "x" vao 6 tréng thich hop.

a)ac {a;b} Diing Sai

b) {alc{a ; b} Pung Sai

Cho tip hgp A= {a ; b ; ¢ ; d}. Liét ké tat ca cdc tap con ctia A 6 :
a) Ba phan ttr ; b) Hai phan tir ; ¢) Khong qua mot phén ti.

. Cho hai doan A =[a ;a +2]vaB=[b; b+ 1]. Cic s6 a, b can thoa man diéu

kitngidd AnB=J?

. Chon khang dinh sai trong cdc khang dinh sau :

A QNnR =Q; (B) N* IR = N*,
O ZuQ =Q; (D) NUN*=1Z,

. Cho hai ntra khoang A= (-1 ;0]vaB=[0;1). TimA w B, A n B va CgA.

ChoA={neZln=2%k, kel

B 1a tp hop cédc s6 nguyén cé chir s6 tin cung 14 0, 2,4, 6, 8 ;
C={neZln=2k-2,keZ}
D={neZn=3k+1,keZ)}.

Chimg minhrang A=B, A= CvaA#D.

Cho hai nira khoang A= (0 ;2] ,B=[1;4). Tim Cy(A u B) va C (A n B).

. EhoA={a b, cl,B=1b, &,d},C=1b, ¢, e¢}-

Chon khang dinh diing trong cac khang dinh sau :
(A AUBNOY=(AuB)NC; BAUBNO)=(AuB)N(ALC(C);
O (AuBNC=AUB)NAUC); DDANB)UC=(AUBNC.



TIEU SU NHA TOAN HOC CAN-TO

Can-to sinh ngay 3-3-1845 tai Xanh Pé-tec-bua trong mét gia
dinh cé bé la mét thuong gia, me 1 mét nghé si. Tai ning va
long say mé toan hoc clia 6ng hinh thanh rat sém. Sau khi tét
nghiép phd théng mot cach xuét sic, 6ng 6m ap hoai bao di
sau vao toan hoc. Bé clia 6ng muén 6ng trd thanh moét ki su
vi nghé nay kiém dudc nhiéu tién hon. Nhung éng da quyét
tdm hoc s&u vé toan va cudi cung, 6ng thuyét phuc dugc cha

bang léng cho éng theo hoc nganh Toan. Ong viét thu cho

Ghé-ooc Can-to
(Georg Cantor, 1845 — 1918)

cha dai y nhu sau : "Con rat sung suéng vi cha da déng y cho
con theo dudi hoai bao cla con. Tam hén con, cd thé con
s6ng theo hoai bao ay". Ong bao vé luan an Tién s tai trudng dai hoc Bec-lin vao
nAm 1867. T n&m 1869 dén 1905, éng day & trudng dai hoc Ha-lo (Halle). Ong Ia
ngudi sang lap nén Ii thuyét tap hop. Ngay sau khi ra dai, Ii thuyét tap hop da la co
sd cho mét cudc cach mang trong viét sach va giang day toan. Nhimng céng trinh
toan hoc clia 6ng da dé lai ddu an sau sac cho cac thé hé cac nha toan hoc 16p sau.
Nam 1925, Hin-be (D. Hilbert), nha toan hoc 16i lac ctia thé ki XX da viét : "T6i da
tim thay trong cac céng frinh cia 6ng vé dep clia hoa va fri tué. Téi nghi rang dé la
dinh cao clia hoat déng tri tué cia con ngudi”. T nam 40 tudi, tuy ¢é nhimg thai ki
dau 6m phai ndm vién nhung éng van khéng ngiing sang tao. Mét trong nhiing
cong trinh quan trong cla 6ng da dudc hoan thanh trong khoang thdi gian gitra hai
con dau. Ong méat ngay 6-1-1918 tai mot bénh vién & Ha-lg, tho 73 tudi.
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SO GAN PUNG VA SAISO

Sé gan ding

Trong nhiéu truong hop, ta khoéng
bi€t duwoc gia tri ding cla dai luong
ta dang quan tAm ma chi biét gia tri
gin ding cta né. Ca hai két qua do
chiéu dai chi€c ban & hinh bén chi 1a

cdc gia tri gAn ding véi chiéu dai

thure ctua chiée ban.

H1| Theo Téng cuc Théng ké, dan s6 nudc ta tai thoi diém ngay 1-4-2003 la 80 902.4

nghin nguai, trong do s6 nam la 39 755.4 nghin ngudi, s6 nit la 41 147,0 nghin nguoi ;
thanh thi co6 20 869,5 nghin nguai va nbng thén co 60 032,9 nghin nguor.

Hdi cac s6 liéu noi trén la s6 dung hay sé gan dung ?

Sai so tuyét déi va sai s6 tuong doi
a) Sai s6 tuyét doi
Gid s a la gid tri diing ciia mot dai lwong va a la gid tri gan diing
cua a. Gid tri |@ — a| phan anh nuic do sai léch giita @ va a.Ta goi
|@ — a|la sai s6 tuyét déi ciia s6 gan diing ava ki hiéula A, nic la
A,=|a -al|.
Trén thue t€, nhiéu khi ta khéng biét @ nén khéng thé tinh duge chinh x4c A,
Tuy nhién, ta c6 thé dinh gid duwoc A, khong vugt qui mot s6 duong d nao déb.
Vidul.Giastra = V2 va mot gia tri gan ding cnanélaa=1,41.Ta c6:
(141)°=1,9881<2=>141<2 =2 -1,41>0;
(142)2=20164>2=142> 2 = J2 - 1,41 <0,01.
Do dé
A, = |a-a|=|v2-1,41|<0,01.
Viy sai s6 tuyét déi cua 1,41 khéng vuot qua 0,01. ]



Néu A, <dthi a-d<a<a+d. Khidd,ta quy udc viét
a=-azxd.

Nhu vay, khi viét @ = a + d, ta hi€u s6 ding @ nam trong doan [a — d ; a + d].

Béi véy, d cang nho thi do sai léch clia s6 gan ding a so véi s6 ding @ cang

it. Thanh thir d dwoc goi 1a dé chinh xdc cua sé gan ding .

H2| Két qua do chiéu dai mét cay cau duoc ghila 152 m + 0.2 m. Piu doé c6 nghia
nhut thé nao ?

b) Sai sé tuong doi

Vi du 2. Két qua do chiéu cao mot ngdi nha duoce ghila 15,2 m+ 0,1 m.

Ta muén so sanh dé chinh xéc ctia phép do nay véi phép do chiéu dai cay cau

néi trong [H2].

Thoat nhin, ta thdy dudng nhu phép do nay c¢6 do chinh xac cao hon phép do

xét trong |H2]. ]

2 # ” - r .
Dé so sanh dé chinh xdc clia hai phép do dac hay tinh todn, nguoi ta duwa ra
kh4i niém sai s6 turong doi.
Sai s6 twong doi ciia s6 gan diing a, ki hiéu 1a §,, la ti s6 gilta

o’

sai s6 tuyét doi va lal, tie la

V)
5, =—%.
lal
Néu @ =a+dthiA,<d Do dé §, _|i|
a
l
Néu |(—| cang nho thi chét luong cua phép do dac hay tinh todn cang cao.
a

Ngudi ta thuwong viét sai s6 tuong déi dudi dang phan tram.

e Tro lai vi du 2 & trén, ta thay : Trong phép do chiéu dai cAy cAu thi sai s6

0,2 - § AR
twong d6i khong vurot qua i ~ 0,13%. Trong phép do chiéu cao ngbdi nha

thi sai s6 twong déi khéng vuot qua ~ 0,66%.
Nhu vay, phép do chiéu dai cAy ciu c6 do chinh xdc cao hon. O

H3| S6 @ duoc cho bdi gia tri gan dung a = 5,7824 voi sai s6 tuong déi khong vuot
qua 0,5%. Hay danh gia sai so tuyét doi ctia a.
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Sé quy tron

Trong thuc t€ do dac va tinh todn, nhiéu khi ngudi ta chi can biét gid tri gin
ding ctia mét dai lwong véi do chinh x4c nao dé (k€ ca khi c6 thé biét dwoc
gid tri ding clia né). Khi dé dé cho gon, cic s6 thudng duoc quy tron.

Tuy mitc d6 cho phép, ta cé thé quy tron mot s6 dén hang don vi, hang chuc,
hang tram, ... hay dén hang phan chuc, hang phéan tram, hang phan nghin, ...
(goi 12 hing quy tron) theo nguyén tac sau :

« Néu chir s6 ngay sau hang quy tron nhd hon 5 thi ta chi viéc thay thé chir s6
dé va cdc chir s6 bén phai né bai 0.

» Néu chit s6 ngay sau hang quy tron 16n hon hay bang 5 thi ta thay thé chir s6
d6é va cdc chir s6 bén phai né boi 0 va cong thém mét don vi vao chir s6 &
hang quy tron.

Vi du 3. Néu quy tron s6 7216,4 dén hang chuc thi chit s6 & hang quy tron 1a 1,
chit s6 ngay sau dé1a 6 ; do 6 > 5 nén ta c6 s6 quy tron 1a 7220. O

Vi du 4. Néu quy tron s6 2,654 dén hang phan tram (tirc 1a chir s6 thir hai sau
ddu phdy) thi chit s6 ngay sau hang quy tron 12 4 ; do 4 < 5 nén s6 quy tron
la 2,65. O

Ta thay trong vi du 3 va vi du 4, sai s6 tuyét doi 1an luot 1a
172164 - 7220 =3,6<35;
12,654 - 2,65|= 0,004 < 0,005.
Nhdn xét. Khi thay sé ding boi sé6 quy tron dén mét hang nao dé thi sai sé

tuyét dér cua sé quy tron khéng vuotr qud mita don vi cua hang quy tron.
Nhu vdy, dé chinh xdc cua s6 quy tron bang nita don vi cua hang quy tron.

H4| Quy tron s6 7216.4 dén hang don vi, s6 2,654 dén hang phan chuc réi tinh sai
SO tuyét doi cta sé quy tron.

CHUY

I ) Khi quy tron s6 ding @ dén moét hang nao thi ta ndi sé gan ding
a nhan duoc 14 chinh x4c dén hang d6. Chang han, s6 gin diing cta
7 chinh xdc dén hang phan tram la 3,14 ; s6 gan dung cua 2
chinh xac dén hang phan nghin la 1,414,

2) Néu két qua cudi cung ctia bai toan yéu cau chinh xiac dén hang

—— thi trong qua trinh tinh todn, & két qua cua cdc phép tinh trung

10!!

gian, ta can lay chinh xdc it nhit dén hang

10H+| '



3) Cho s6 gan ding a véi d6 chinh xdc d (tic 1a @ = a + d). Khi
duge yéu cau quy tron s6 @ ma khoéng néi ré quy tron dén hang nao
thi ta quy tron s6 ¢ dén hang thip nhit ma 4 nhd hon mét don vi
cua hang doé.

Chéang han, cho @ = 1,236 + 0,002 va ta phai quy tron s6 1,236. Ta
thiay 0,001 < 0,002 < 0,01 nén hang thip nhit ma d nhd hon mot
don vi cta hang d6 la hang phan tram. Véy ta phai quy tron
s6 1,236 dén hang phan tram. K&t qua la @ ~ 1,24,

i A" 2 5\ ” . A 2 A ~ -
4. Chix so chac va cach viét chuan so6 gan diang
a) Chir s6 chac
Cho 56 gan diing a cua s6 @ vor dé chinh xdc d. Trong sé a, mét

chit s6 diroc goi la chit sé chdc (hay dang tin) néu d khéng vuot
qud mita don vi cuia hang cé chit s6 dé.

Nhdn xét. Tdt cd cdc chit s6 ditng bén trdi chit s6 chdc déu la chit sé chdc.

Tdt cd cac chit s6 ditng bén phdi chit s6’ khéng chdc déu la chit s6'khéng chdc.

Vi du 5. Trong mét cude diéu tra dan s6, ngudi ta bdo cdo s6 dan cia tinh A 13
1379425 ngudi + 300 nguoi.

Vi %z 50 < 300 < 500 = Lo

nén chir s6 hang nghin (chir sé 9) la chir

s6 chac. VAay cédc chitrs6chac1a 1,3, 7va 9 O

b) Dang chudn ctia s6 gan diing

Trong cach viét @ = a £ d, ta bi€t ngay dé chinh xac d cia s6 gan dung a
(ttc 1a @ — d <@ < a+ d). Ngoai cach viét trén, ngudi ta con quy ude dang
Vi€t chudn clia s6 gan ding va khi cho moét s6 gin ding duéi dang chuin, ta
cling biét dugc dé chinh xac ctia né.

e Néu s6 gin ding 14 s6 thap phan khong nguyén thi dang chuin 1 dang ma
moi chif s& cta né déu 1a chir s6 chac.

Vi du 6. Cho mét gia tri gan dung cua V5 duoc vieét dudi dang chudn 13
2,236(\/3 ~ 2,236). O day, hing thap nhit cé chir s6 chic 1 hing phin

L ;
nghin nén d6 chinh xac cta nd la 5.10 3 = 0,0005. Do dé, ta biét duoc

2,236 - 0,0005 < V5 < 2,236 + 0,0005.
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o Néu s6 gan diing 12 s6 nguyén thi dang chuin ctia né 13 A.10°, trong d6 A 1a
s6 nguyén, 10° 1a hang thdp nhAt c6 chit s6 chic (k € ).

(Tir d6, moi chit s6 clia A déu 14 chit s6 chac).

Vi du 7. S6 dan ctia Viét Nam (nam 2005) vao khoang 83.10° nguoi (83 triéu
ngudi). O day, k = 6 nén do chinh xéc ctia s6 gan diing nay 1 %.1 0% = 500000.

Do d6, ta biét dugce s6 dan cua Viét Nam trong khoang tir 82,5 triéu ngudi dé€n
83,5 triéu nguoi.

CHU Y
Céc s6 gan dung trong "Bang sé véi bén chir s6 thap phian" (bang
Bra-di-xo) hoac méy tinh bo tii déu dwoc cho duéi dang chuin.

Vi du 8. Dung mdy tinh bd tii dé tinh 2 +43, ta dwoc két qua la
3,146264 37. Ta hi€u s6 gin ding ndy duwoc viét dudi dang chuin, né c6 do

chinh xdc 13 %.10"3.

(D61 véi mot s6 loai may tinh nhuw CASIO fx — 500 MS, ta cé thé sir dung chiic
nang dinh trude d6 chinh xéc cua két qua da duoc cai san trong may).

CHUY

Véi quy wée vé dang chuin sé gin ding thi hai s6 gan ding 0,14 va
0,140 viét duéi dang chudn cé ¥ nghia khic nhau. S6 gan ding 0,14
cd sai s6 tuyét doi khong virot qua 0,005 con s6 gan ding 0,140 cb
sai sO tuyét déi khéng vuot qua 0,0005.

Ki hiéu khoa hoc cua mét s6

MBoi s6 thap phan khéc 0 déu viét drge dudi dang .10, trong d6 1 < |a| < 10,1 € Z.

# -~ - Fr n ~ e - — 1
(Quy ude rang néu n = —m, v6éi m 1a s6 nguyén duong thi 10" = ).

IDPH
Dang nhu thé dwoc goi 1 ki hi¢u khoa hoc cia s6 d6. Ngudi ta thudng dung ki
hiéu khoa hoc dé ghi nhimg s6 rat 16n hoac rat bé. S6 mii n cia 10 trong ki hiéu
khoa hoc clia mét s6 cho ta thay do 16n (bé) cua s6 dé.




43.

45.

46.

47.

48.

49.

Vidu 9. Khéi lvong cta Trai Dat viét duéi dang ki hiéu khoa hoc 1a
5,98.10%" ke.

Khéi lwrong nguyén tir ctia Hidr6 viét duéi dang ki hiéu khoa hoc 1a
1,66.10 % g 0

Cau hoi va bai tap
” N ” 4 . . ~ ~ A . 2 2 ' L S ~
Céc nha toan hoc c6 dai Trung Quéc da dung phan s6 T de xap xi1 s6 m. Hay

danh gia sai s6 tuyét d6i cua gia tri gan ding nay, biét 3,1415 < m < 3,1416.

Mot tam giac ¢6 ba canh do dwoe nhusan: a=63cem+ 0,1 cm; h=10cm =+ 0,2 cm
vi ¢ = 15 em + 0,2 em. Ching minh rang chu vi P clia tam gisc la
P=31,3cm=+ 0,5 cm.

Mot cdi san hinh chir nhat vé6i chiéu réng 1 x = 2,56 m + 0,01 m va chiéu dai
lay=42m+ 0,01 m.

Chitng minh rang chu vi P ciasanla P = 13,52 m+ 0,04 m.

Str dung may tinh bo tai :

a) Hay viét gia tri gan ding cua 32 chinh x4c dén hang phin tram va hang
phan nghin.

b) Vi€t gid tri gin ding cta /100 chinh xdc dén hang phin tram va hing
phan nghin.

Biét rang t6c dé anh sdng trong chian khong 1a 300 000 km/s. Héi médt nam
anh sdng di duoc trong chian khéng 14 bao nhiéu (gia sir mét nam cé 365 ngay) ?
(Hay viét két qua dudi dang ki hiéu khoa hoc).

Mét don vi thién van xap xi bang 1,496.10° km. Mét tram vii tru di chuyén
véi vén tdc trung binh 1a 15000 m/s. Hoi tram vii tru dé phai mat bao nhiéu
gidy méi di duoc mot don vi thién van ? (Hay viét két qua dudi dang ki hiéu
khoa hoc).

Vii tru c6 tuéi khoang 15 ti nam. Héi Vii tru ¢6 bao nhiéu ngay tubi (gia sir
mot nam ¢ 365 ngay) 7 (Hiy viét két qua dudi dang ki hiéu khoa hoc).
29
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/LOAINGUS| DA SU DUNG CAC HE DEM

v

_/ cOSONAO?

Pa s6 cac dan toc trén thé gi6i dung hé dém thap phan dé biéu dién cac sé. Tuy
nhién, ngoai hé thap phan con cé cac hé dém co sé khac.
Cho b l1a mét s& nguyén duong I6n hon 1. Khi d6, moi s6 nguyén duong » ¢é thé biéu

dién duy nhéat dudi dang n = a,b* +a,_p* "'+ ... +ab+ay,

dday ke N, a,, a,, ..., a, 1a cac s6 nguyén khoéng am nhé hon b va a; = 0. Ngudi ta
ki hiéu n = (a, ..a,a, ), va goi d6 1a biéu dién clia n trong hé dém co sé b.

Hé dém sém nhat clia loai ngusi khong phai la hé dém thap phan ma la hé dém co
s6 60 clia ngudi Ba-bi-lon. Vao thdi ¢8 dai, cling cé cac bd toéc ding hé dém cd s6 3.
Ngudi Mai-a & Nam Mi cé mot nén van hoa kha doc dao ting s dung hé dém co sé 20.
Tai Pan Mach ngay nay, ngudi ta van con dung hé dém co sé 20. Ngudi Anh rat
thich dung hé dém co sé 12, ngudi ta tinh 12 but chi la mét ta but chi, 24 but chi 1a hai
ta bat chi.

Pén khi c6 may tinh dién t& thi hé nhi phan lai dugc ua chudng. Trong hé nhi
phan dé ghi cac con s, ta chi can hai chil s6 0 va 1. Cé thé diing sé 1 biéu dién
viec déng mach, sé 0 biéu dién viéc ngdt mach ; hodc 1 biéu dién trang thai bi tu
ho4, 0 1a trang thai khéng bi tirho4, ... . TU dé cho thay hé nhi phan rat thich hop
cho viéc biéu dién cac théng tin trén may tinh.

Chéng han, do 69=2°+2°+2° nén 69 dugc viét trong hé nhi phan la (1000101), .
S& 351 cbé biéu dién trong hé& nhi phan la (101011111), wvi (101011111), =
= P44 2+ 2242+41 = 351. S6 100000 dugc viét dudi dang nhi phan la
(11000011010100000), .

Nhudgc diém clia hé nhi phan |a cac s6 viét trong hé nhi phan déu dai va khé doc. Bé
khac phuc diéu nay trong may tinh, ngudi ta ding hai hé dém bé trg la hé dém co sé
8 va hé dém co s6 16. Do dai mét sé viét ra trong hé dé€m co s8 8 chi bang khodng

Ig dé dai viét trong hé nhi phan va khéng khac may so véi viét trong hé thap phan.

Tuong tu nhu vay, dé dai mét sé viét ra trong hé dém co sé 16 chi bang khoang %

dé dai viét trong hé nhi phan. Viéc chuyén déi gitra hé nhi phan sang hé dém co sé 8
hay 16 va ngudc lai rat don gian. Vi thé, hé dém co s6 8 va 16 da tro gitp dac luc cho
viéc giao tiép gilra ngudi va may tinh.



LICH SU CUA VIEC TiNH GAN PUNG SO T

S6 nla sé vé ti, né cé biéu dién thap phan |a sé thap phan vé han khéng tuan hoan.
Trong lich sir toan hoc da xuat hién moét "cude dua" nham dat ki luc vé viéc tinh gan
ding sé n véi nhiéu chir sé (nghia la véi dé chinh xac cang cao). Ngudi dau tién tinh
s6 m t6i bay chir s6 la Té Xung Chi, nha toan hoc Trung Quéc (thé ki V). Nha toan
hoc Ru-dén-phao (C. Rudolff, 1499 — 1545) ngudi Blrc da tinh sé = téi 35 chit s6. Ong
rat tu hao vé diéu nay va dé lai di chuc khac 35 chir s6 nay trén bia mé clia éng.
Ngay nay v@i su trd giap clia may tinh, cac ki luc vé tinh sé n véi nhiéu chir sé lién
ti€p bi vuot qua trong mot thdi gian ngén. Chung ta xem bang sau day sé ro.

Ndm | Quédc tich ngudi tinh sé & | S6 chir s6 cuia s6 =
1957 Mi 100 265

1973 Phap 1 triéu

1983 Nhat 16 triéu

1986 Mi 30 tréu

1987 Nhat 1335 triéu

1989 M 41

2002 Nhat 1241 ti

Cau hoi va bai tap on tap chuong |

50. Chon phwong an tra 161 ding trong cac phuong an da cho sau day.

S1.

Cho ménh dé "Vx € R, X2, Ménh dé phu dinh ctia ménh dé trén 1a :
(A)Vxe R,x*<0; (B) Vx € R,x*<0;
(C)Ix e R,x*>0; (D)3ve R,x*<0.

Str dung thuat ngit "diéu kién da" dé phat bi€u c4c dinh 1f sau day.

a) Néu tir gidc MNPQ la mot hinh vuéng thi hai duwong chéo MP va NQ
bang nhau.
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3.

54.

L

56.
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b) Trong mat phang, n€u hai dudng thang phan biét cing vudng gbéc véi mot
dudng thang thit ba thi hai dudng thang Ay song song véi nhau.

c¢) Néu hai tam gidc bang nhau thi ching c¢6 dién tich bang nhau.

Str dung thuat ngit "diéu kién cdn" dé phat bi€u cdc dinh 1 sau day.

a) Néu hai tam gidc bang nhau thi chiing ¢6 cdc dudng trung tuyén trong Gng
bang nhau.

b) Néu moét tir gidc 1a hinh thoi thi né c¢é hai dudng chéo vuéng gbée véi nhau.
Hiy phét biéu dinh 1i dao (néu cé) clia cic dinh If sau day réi sir dung thuat
ngir "diéu kién cin va di" hodc "néu va chi néu" hoac "khi va chi khi" dé phat
biéu gdp ca hai dinh 1i thuan va dao.

a) Néu n 1a s6 nguyén duong Ié thi 5n + 6 cling 1a s6 nguyén duong 1é.

b) Néu n 1a s6 nguyén duong chan thi 7n + 4 ciing 1a s6 nguyén duong chan.
Chirng minh céc dinh li sau diy bang phwong phép phan ching.

a) Néu a + b < 2 thi mét trong hai s6 @ va b phai nho hon 1.

b) Cho n 1a s6 tir nhién, néu 5n + 4 1a s6 1é thi n 1a s6 1é.

Goi E 1a tap hop cdc hoc sinh ctia mét trudng trung hoc phé théng. Xét céc tip
con sau cua E : tap hop cac hoc sinh 16p 10, ki hiéu 1a A ; tip hop cac hoc sinh
hoc Tiéng Anh, ki hiéu 14 B. Hay biéu dién cdc tap hop sau day theo A, B va E.

a) Tap hop céc hoc sinh 16p 10 hoc Ti€ng Anh cua truong dé.

b) Tap hop cédc hoc sinh 16p 10 khéng hoc Ti€ng Anh cua treong dé.

c) Tap hop cédc hoc sinh khéng hoc 16p 10 hodc khéong hoc Tiéng Anh ctia
trurong do.

a) Ta biét rang | x — 3| 12 khodng c4ch tir diém x t&i diém 3 trén truc s6.

Hiy bi€u dién trén truc s6 cdc diém.x ma |x — 3| < 2,

b) Dién ti€p vao chd con tréng (...) trong bang dudi day.

x € [1;3] l gx&S XS] 2
XE .. | <y ] [ B B
XE .. s A ] = | R




5.

58.

Dién ti€p vao chd con tréng (...) trong bang dudi day.
2<x< S x € [2;3]
-3 Zx<2 XE
x e [-1;35]
X € (—o; 1]
=3 <X XE ..

Cho biét gia tri gan ding ctia s6 m véi 10 chir s6 thap phan la
i~ 3,141 5926535.

a) Gia str ta 1dy gid tri 3,14 lam gia tri gan ding cta m. Chang to sai s6 tuyét
déi khong vuot qua 0,002,

b) Gia sir ta 14y gid tri 3,1416 lam gii tri gan ding ctia . Ching t6 sai s6
tuyét doi khong vuot qua 0,0001.

59. Mot hinh lap phirong c6 thé tich 1a V = 180,57 em’+ 0,05em’ . Xdc dinh cac

60.

61.

chir s6 chac clia V,
Cho hai nira khoang A = (- ;m] va B =[5 ; +®). Tim A n B (bién luin
theo m).

Cho hai khoang A= (m ;m + 1) vaB = (3 ;5). Tim m dé A U B 1a mét khoang.
Hay xdc dinh khoang dé.
Hay viét ki hiéu khoa hoc ctia cdc két qua sau :
a) Ngudi ta coi trén diu mdi ngudi c¢d 150 000 soi tdée. Héi mét nuwde b 80
triéu dan thi téng s6 soi téc chia moi ngudi dan clia mrde dé 13 bao nhiéu ?

Ly = s . A 2 .9 R A - »
b) Biét rang sa mac Sa-ha-ra réong khoang 8 triéu km”. Gia sir trén moi mét
vuong bé mat & dé ¢ 2 ti hat cat va toan bo sa mac phi boi cdt. Hay cho biét
s6 hat cat trén bé mat sa mac nay.

by = -} - T - LS - & . A . " ”
c) Biét rang 1 mm™ mdu ngudi chira khoang 5 triéu héng ciu va méi ngudi cd

khoang 6 lit m4u. Tinh s6 héng ciu cia méi ngudi.
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HAHIM SO BHC NMHAT

VA BAC HA

e,

Ham sd la mét trong céc khai niém co béan cla todn hoc.
Nhimng gi chiing ta d2 biét vé ham s§ & I6p dudi, nhét 14 vé
ham s6 bac nhét va bic hai sé duge hoan thién thém mét
buéc & chuong nay. Kinéng vé va doc dd thj cla ham s, tic
la nhén biét cac tinh chat clia ham s6 thdng qua 46 thj clia nd
Ia mdt yéu cdu quan trong trong chuong mé chling ta ¢én chi
y rén luyén.
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PAI CUCGNG VE HAM SO

1. Khai niém vé ham so
a) Ham so
O 16p duéi, chiing ta da 1Am quen v&i khdi niém him s6&. Sau day, ta nhac lai

w 3 ! a . . "
va bo sung thém vé khai niém nay.

DINH NGHIA
Cho mot tap hop khdc réng 9 — R.

Ham s6 f xdc dinh trén D la mot quy tdc ddt twong itng méi sé x
thuéc D véi mot va chi mot sé, ki hiéu la f(x) ; s6 f(x) dé goi la gia
tri ctia ham sé'f tai x.

Tap D goila tap xdc dinh (hay mién xdc dinh), x goi 12 bién sé
hay doi sé ctia ham s6 f.

Dé€ chi r6 ki hiéu bién s6, ham s6 f con duge viét 1a y = f(x), hay ddy di hon
af: D - R

x P y=fix)

Vi du 1. Trich bang théng béao 141 suit ti€t kiém cua mot ngan hang :

Loai VND (%/ nam)
ki han linh 13i cu6i ki,
(thang) | 4p dung tir 08 — 11 — 2005
1 6,60
2 1,36
3 8,28
6 8,52
9 8,88
12 9,00
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Bang trén cho ta quy tdc dé tim s6 phén tram lai sudt s tuy theo loai ki han k
thing . Ki hiéu quy tdc Ay 12 f, tacé hAm s s = f(k) x4c dinh trén tAp

=gl o 2 3 G B 12,

b) Ham s6 cho bang biéu thirc

Néu f(x) 12 moét biéu thiic clia bi€n x thi véi mbi gia tri clia x, ta tinh duoc
mot gia tri twong ttng duy nhat cia f(x) (n€u né xdc dinh). Do d6, ta c6 ham
s6 y= f(x). Tanéi ham s6 dé duoc cho hing biéu thitc f(x).
Khi cho ham s6 bang biéu thifc, ta quy wéc rang :
Néu khong cé giai thich g thém thi tdp xdc dinh cia ham sé
y = flx) la tap hop tdt cd cdc s6 thiee x sao cho gid tri ciia biéu thirc
f(x) duoe xac dinh.

H1| V6i mbi ham sé cho d phan a) va b) sau day, hay chon két luan dung trong cac
két luan da cho.
Vx

a) Tap xac dinh ctia ham s6 y= ——— Ia
(x=D(x=-2)

AR, , Bfx|xzlvax=2}, (C)R/\{1;2}; (D) (0 ; +).
[—I néu x <0

b) Tap xac dinh cta ham s6 (ham déu) d(x)= {0 néu x=0 Ja:
11 néu x>0

(AR_; (B) R ; ©) R, ; (D) {-1;0;1}.

CHUY

Trong ki hiéu ham s6 y = f(x), ta con goi x 1a bi€n s6 doc lap, y la
bién s6 phu thudéc ctia hAm s6 f. Bién sé doéc ldap va bién sé phu
thuéc ciia mét ham sé co thé dicoc ki hiéu bot hai chit cdi tuy ¥ khdc
nhau. Chang han, y = = 2v—3vau=rF - 2t— 3 12 hai cdch viet
bi€u thi ciing mot ham s6.

c¢) P6 thi cia ham sé

Cho ham s6 y= f(x) x4c dinh trén tap D. Ta di bi€t : Trong mat phang toa
do Oxy, tap hop (G) cdc diém c6 toa d6 (x; f(x)) véix e D, goi 1a dé thi
ctia ham s6'f . N6i cach khic,

M(xg 5 v) € (G) < xy € D va yy = flxg).
Qua d6 thi cia mo6t him s6, ta ¢ thé nhan biét dirge nhiéu tinh chét ctia hAm s6 dé.



Vi du 2. Ham s6 y = fix) xdc dinh trén doan [-3 ; 8] duoc cho bang d6 thi
nhu trong hinh 2.1,

ba

ARFELY

Hinh 2.1

Dura vao dé thi da cho, ta cé thé nhan biét duoge (véi d6 chinh xdc nao d6) ;
— Gia tri ctia ham s6 tai mot s6 diém, chang han f(-3)=-2, fil)=0;

— Céc gi4 tri dac biét cha ham s6, chang han, gid tri nhé nhit ciia ham s6 trén
doan [-3; 8] la-2;

— D4u clia fix) trén mot khoang, chang han néu 1 <.x < 4 thi fix) < 0. O

Su bién thién cia ham so
a) Ham s6 dong bién, ham sé nghich bién
» Khi nghién ctru mo6t ham s6, ngurdi ta thudng quan tim dén su tdng hay giam
cua gi tri ham s6 khi déi s6 tang.
Vi du 3. Xét ham s6 f(x) = x. Goi x; VA x, 12 hai gid tri tuy ¥ clia d6i s6.
Truong hop I : Khi x| va x, thuéc nira khoang [0 ; +), ta cé
0<x <x, :>X% < x% = Fl) €%
Truong hop 2 : Khi x; va x, thuée nira khoang (- ; 0], ta ¢

X <x, <0 :>|x|| >|x2|:> .r,z > x% = f(x)) > f(x,) . O

H2| & vi du 3, khi d6i s6 tang, trong trudng hop néo thi -

a) Gia tri ctia ham s6 tang ?
b) Gia tri ctia ham s6 giam ?
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Tir diy, ta lu6n hi€u K 13 mot khoang (nira khodng hay doan) nio dé cia R.

DINH NGHIA
Cho ham sé'f xdc dinh trén K.
Ham s6f goi la dong bién (hay ting) trén K néu
¥V xp, e K, xp <xy = flx)) <fixy);
Ham s6f goi la nghich bién (hay giam) trén K néu
VX1, X6 K, x| <Xy = flx)) > fixy).
« Trong vi du 3, ta thdy haim s6 y = +” nghich bién trén nira 1
khoang (- ; 0] va déng bi€n trén ntra khoang [0 ; +90). R R
Qua d6 thi cia né (h. 2.2) ta thay : Tu trdi sang

phai, nhanh trai ctia parabol (itng véi x € (-0 ; 0] ) 1a

dudng cong di xuéng, thé hién su nghich bi€n cta

i
! e
him s6 ; nhanh phai cua parabol (ing véix € [0;+)) 2 -1 ¢ 1 2 x
1a dudng cong dilén, thé hién sur déng bién ctia him s6.
A Hinh 2.2
Téng quat, ta c6 :
Néu mét ham sé dong bién trén K thi trén dé, do thi cuia né di lén ;
Néumét ham sé nghich bién trén K thi trén dé, dé thi cia né di xuoéng.
(Khi néi d6 thi di lén hay di xuéng, ta luén ké theo chiéu ting cla d6i s6,
nghia 12 ké tir trdi sang phai).

H3| Ham s6 cho bdi dé thi trén hinh 2.1 déng bién trén khodng nao, nghich bién
trén khoang nao trong cac khoang (-3 ; 1), (-1 ;2)va(2;8) ?

CHU Y
Néu f(x,) = flx,) v6i moi x| va x, thude K, ¥4
tice 12 f(x) = ¢ v6i moi x € K (¢ 12 hang

| L5,

o
]|
(]

s6) thi ta ¢6 ham sé khong déi (con goi 1a
ham sé hdng) trén K. T
Chang han, y = 2 1a mot ham s6 khéng déi 0
xdc dinh trén R. N6 cé d6 thi la dudng

thang song song véi truc Ox (h.2.3). Hinh 2 3

H"H’




b) Khao sat su bién thién cua ham s6
Khao sat sw bién thién cua ham sé la xét xem ham sé dong bién,

. - At A AP A - e E k. .
nghich bién, khéng doi trén cdc khoang (mra khoang hay doan) nao
trong tdp xdc dinh ctia né.

« D6i v6i ham s8 cho bang biéu thite, d€ khao sit su déng bi€n hay nghich
bi€n cta him s& d6 trén moét khoang (nfra khodng hay doan) K , ta ¢6 thé
dwra vao dinh nghia (xem vi du 3), hoac dua vao nhin xét sau :
Diéu kién "x; < x, = flx,) < fix,)" ¢ nghia 1a x, — x; va flx,) — f(x,) cing déu.
Do dé
Ham sé6'f dong bién trén K khi va chi khi

Xy )— f(xy)

fO)=FG) _ o

Xy — X

Vxy, X, € K va x; # X5,

Ham s6 f nghich bién trén K khi va chi khi

fo)=fG)

Xy — Xy

Vx|, xy) € Kvax; #x,,

Nhur vay, dé khao sit su bi€n thién clia ham s6 f trén K, ta ¢6 thé xét dau clia ti

o L)~ F ()

trén K.

” @ # gt A > 5 " 2 o a ~
Vi du 4. Khao sit sur bién thién ctia ham s6 f(x) = ax” (vé1 a > 0) trén moi
khoang (-0 ; 0) va (0 ; +0).

Giai. Véi hai s6 x; va x, khac nhau, ta cé
Xy) = flxp) = a.r% — a,r;‘l = a(xy —x)(xy +x; ),
X

J(x) - flxy)

.412_..1]

suy ra =a(x, +x;).

Do a>0nén:

— Néu x; <0va xy <0thi a(x, + xy) <0 ; diéu d6 ching té6 ham s6 nghich
bién trén khoang (- ; 0) ;

— Néu x; >0va xy >0thi a(xy + x7) > 0 ; di€u d6 ching t& ham s6 déng

bién trén khoang (0 ; +0). ]
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« Ngudi ta thuong ghi lai k€t qua khao sit sy bién thién ciia moét ham s6 bang
cach lap bang bién thién ciia n6. Ham s6 trong vi du 4 c¢6 bang bi€n thién
nhur sau :

X —on 0 +o0

fix)= “—-1’2 +OO\ 0 /+CO

(a>0)

. " n i i PR » on » » i A -~ i "

Trong bang bién thién, mii tén di 1én thé hién tinh déng bi€n, miii tén di
. L iy ’ . .t > o

xuéng thé hién tinh nghich bién ctia ham sé.

Cu thé hon, hang thit hai trong bang duoc hiéu nhir sau : f0) = 0 va khi x tang
trén khoang (0 ; +o0) thi f{x) nhAn moi gi4 tri trong khoang (0 ; +0) theo chiéu
tang, con khi x tang trong khoang (-0 ; 0) thi f(x) cling nhin moi gia tri trong
khoang (0 ; +o0) nhung theo chiéu giam.

H4| Khdo sat su bién thién cia ham s6 f(x)=ax’ (Vi a < 0) trén mdi khodng
(-0 ; 0) va (0 ; +o) va lap bang bién thién cta no.

Ham sé6 chan, ham so lé

Cé nhitng ham s6 ¢ mot s6 tinh chat dac biét, dé nhan thdy ma ta c6 thé loi
dung dé viéc khao sit sur bi€n thién va v& d6 thi ciia né don gian va dé dang
hon. Tinh chét chdn - l€ cia hAm s6 12 mot vi du.,

a) Khai niém ham s6 chan, ham sé lé
DINH NGHIA
Cho ham s6'y = f(x) véi tap xdc dinh D.
Ham s6'f goi la ham s6 chdn néu véi moi x thuéc D, ta cé6 —x
ciing thuoéc 9 va fi—x) = f(x).
Ham s6'f goi la ham s6 I¢ néu véi moi x thuéc D, ta cé6 —x ciing
thuéc D va f(—x) = —f(x).

Vi du 5. Chitng minh ring haim s6 f(x) = «/1+ x — &1 - x 12 hAm s6 1é.



Giai. Tap x4c dinh ctia hAm s6 1a doan [-1 ; 1] nén dé thay
Vx,xe[-1;1]=>-xe[-1;1] va
fen = Nl=x=Vl+x=-{l+x-+l1-x)=-f(x).
Vay f1a ham s6 1é. 0

H5| ching minh rédng ham s6 ¢(x) = ax® (a #0) la ham sé chéan.

b) Po thi cua ham s6 chan va ham s6 le
Gia str him s6 f véi tap x4c dinh & 14 him s6 chan va c¢6 d6 thi (7). V&i mbi
diém M(x ; y) sao cho x; € D, ta xét diém déi xiing véi né qua truc tung la
M'(=xq 5 Yo).
Tir dinh nghia him s6 chan, ta ¢c6 —x; € D va f{—xy) = flxg). Do d6

M e (G) & yy=flxg) < yo =fl—xp) & M € (G).
Diéu dé chimg to ((7) ¢6 truc doi xirng 14 truc tung.

Neéu f1a ham s6 1€ thi 1 luan twong tu, ta suy ra () ¢ tam d6i xing 1a goc toa
do O.

Viy ta da chimg minh duge dinh li sau day.

DINH LI

D6 thi ciia ham s6 chdn nhdn truc tung lam truc déi xiing.

Do thi cua ham sé'lé nhdn géc toa dé lam tam doi xiing.

Hinh 2 .4a cho hinh anh d6 thi cia mét ham s6 chan. Hinh 2.4b cho hinh anh
dé thi cia mét ham s6 1é. Tuy nhién, ¢6 nhiéu ham s6 khéng chan va khéng
1&. Chang han, ham s6 y= x+1 (h.2.4.c) khong chan va khoéng 1&.

yA Yi Vi

\ | / i

Y / x 0 X /-1 0 X
a) b) c)
Hinh 24
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H6| Cho ham sé f xac dinh trén khoang (— ; +w0) ¢6 d6 thj nhurtrén hinh 2.5. Hay ghép
méi y d cot trai dudi day vai mét y d cot phai dé duoc mét ménh dé dung.

1) Ham sé fla a) Ham sé chan :
2) Ham s6 f déng bién | b) Ham s6 Ié
3) Ham s6 f nghich | ¢) Trén khodng (- ; 0)
bién d) Trén khodng (0 ; +<0) _
e) Trén khodng (- ; +o) _7 ¢ 2\ ¥
Hinh 2.5

So lugc vé tinh tién do thi song song véi truc toa do

a) Tinh tién mot diém

Trong mat phang toa d6, xét diém My(xq 5 ¥p). V6is6 k > 0 di cho, ta c6 thé
dich chuyén diém M, :

— Lén trén hoac xuéng dudi (theo phuong cia truc tung) k don vi ;

— Sang trdi hoac sang phai (theo phirong ctia truc hoanh) k don vi.

Khi dich chuyén diém M, nhu thé, ta con yi
néi rang tinh tién diém M, song song vdi

truc toa do.

H7| Gia st M, M,, M; va M, la cac diém

co dudc khi tinh tién diém My(x, ; y,) theo thae Yo T77°° X
fur 1én trén, xubng dudi, sang phai va sang trai | . . |
2 don vi (h.2.6). 0 2| o x

Hay cho biét toa dé ciia cac diém M,, M,, M, S MM2

o o
4

=
=
__-_-'uh?

F

va M,. Hinh 2 6

b) Tinh tién mét dé thi

Cho s6 k > 0. Néu ta tinh ti€n tat ca cdc di€ém cia d6 thi ((7) 1én trén k don vi thi
tap hop cdc diém thu dige tao thanh hinh ((;)). Diéu dé duge phat biéu Ia :



Tinh tién do thi (G)lén trén k don vi thi diwoc hinh (G,), hodic
Hinh (G|) c6 duoc khi tinh tién dé thi (G) lén trén k don vi.
Ta ciling pht bi€u twong tur khi tinh ti€n () xuéng dudi, sang trai hay sang phai.

Van dé la : Néu (G) 1a do thi cia ham s6 y = f(x) thi () c6 1a d6 thi cua mot
ham s6 khéng ? Néu c6 thi () 1a d6 thi cua ham s6 nao ?

Dinh li sau day s€ tra 16i cdu hoi do (ta thira nhén dinh 1i nay).

DINH LI

Trong mdt phang toa dé Oxy, cho dé thi (G) ciia ham sé
y=f(x); pva qlaha sé duong tuy y. Khi do :

1) Tinh tién (G) lén trén g don vi thi dwoc doé thi ciia ham
sOy=fx)+q;

2)Tinh tién (G) xuéng dusi q don vi thi duoc doé thi cua ham
$Oy=fX)-q

3) Tinh tién (G) sang trdi p don vi thi duwoc do thi cua ham
sOy=f(x+p);

4) Tinh tién (G) sang phai p don vi thi duoc do thi ciia ham
s6'y= fix—p).

Vi du 6. Néu tinh ti€n duong thang (d)
y = 2x — | sang phai 3 don vi thi ta duoc dé6

thi ctia ham s6 nao ?

Gidai. Ki hiéu fix) = 2x — 1. Theo dinh 1i
trén, khi tinh tién (d) sang phai 3 don vi, ta

dirge (d,), dé 1a dé thi chia ham s6 ol/ 1T — 7 & >
-1
y=fx-3)=2x-3) -1, /l/ /
titc 1a hAm s6 y= 2x— 7 (h.2.7). O Hinhia 7
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- - - e A 1 - - = - a “
Vi du 7. Cho dé6 thi (H) cua ham s6 y= —. Hoi muén cé dé thi cuia ham s6
X

s R i 3 3
y = ——— thi ta phai tinh tién () nhu thé nao ?
X

e e 1 ., —2x+1 1 R I

Giai. Ki hiéu g(x) = —, tac6 ——— =2+ — = g(x) — 2. VAy mubn c6 do
i X X

5. M —-2x +1 G b ey » i .

thi cuia ham s6 y = ——— ta phai tinh tién (H) xuéng dudi 2 don vi. 0
X

H8| Hay chon phuong an tra 191 dung trong cac phuong éan da cho sau day -

Khi tinh tién parabol y = 2 sang trai 3 don vj, ta dutge dé thj ciia ham s6 -

(A) y=2(x+ 3)2 o (B)y= 2:.'2 +3; (C)y=2( - 3)2 o (D) y= 2‘,3 1

Cau hoi va bai tap
Ham so6

Tim tép x4c dinh cia m6i ham s6 sau :

a)y:%i—S_.; b)y: 2.1’—2 4
xX“—=x+1 X —=3x+2
,/ i o 4 i

o) = e — 2 2
x=2 (x + 2n/x + 1

Biéu do6 hinh 2.8 cho biét s6 Tritu

triéu tAn gao xuat khdu clia 6t 5,20

4,05
-sﬁs ﬁz s B

2000 2001 2002 2003 2004 2005

Viét Nam trong cac nam tir
2000 dén 2005. Bi€u dé nay
cho ta mot ham s6. Hay cho

biét tap xdc dinh va néu

Ecwwm?Q

mot vdi gid tri cta ham N

s6 do. Hinh 2.8



Su bién thién cia ham s6
Hinh 2.9 1a d6 thi ciia mét ham s6 c6 tap xac
dinh 12 R. Dua vao d6 thi, hiy lap bang bi€n

thién cia ham so6 dé.

Khao sét sur bi€n thién cia méi ham s sau va
lap bang bién thién cua no :

a) y= x>+ 2v — 2 trén méi khoang (—o0 ; —1) va (-1 ; +m) ; Hinh 29

b) y= %% 4+ 4x + 1 trén mbi khoang (—oo ; 1) va (1 ; +o0) ;

c)y= trén moi khoang (- ; 3) va (3 ; +=).

x—-3

Ham s6 chan, ham so6 le
M&6i ham s6 sau 13 ham s6 chan hay ham s6 1€ ?

4 2 3
a)y=x —3x +1; b) y=-2x" +x;

Q) y=|x+2|~ [X¥=2; d)y=|2x+1|+|2x—1].

Tinh tién do thi

Cho dudng thang (d) : y = 0,5x. Hoi ta s& duge d6 thi clia ham s6 nao khi tinh
tién (d) :

a) Lén trén 3 don vi ? b) Xuéng duéi 1 don vi ?

c¢) Sang phai 2 don vi ? d) Sang trai 6 don vi ?

Luyén tap

Quy tac dat twong tng mdi s6 thue duong véi can bic hai cia né ¢ phai 1a
mot ham s6 khéng ? Vi sao ?

Gia sir () 12 d6 thi ctia hAm s8 y = f{x) xdc dinh trén tap & va A 13 moét diém
trén truc hoanh cé hoanh d6 bang a. Tir A, ta dung dudng thang (d) song song
(hoac trung) véi truc tung.

a) Khi nao thi (d) c6 di€ém chung véi () ? (Huéng dan. Xét hai trudng hop
a thuoée &P va a khong thude D) ;
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10.

11.

13.

46

b) (d) c6 thé ¢6 bao nhiéu diém chung véi () ? Vi sao ?

¢) Pudng tron 6 thé 12 d6 thi ciia hAm s6 nao khéng ? Visao ?

Tim tap xdc dinh clia moéi him s6 sau :

3x+1 ;

a) y= ;+ : b) y= s z—q—x :
x° =9 l-x
x—=32-x 'J.r—1+\/4—.r

c) y= —p— d)y= -

vx+2 ' (x=2)(x-3)

~2Ax—2) nfu-1l<x<l
Cho ham s6 f(x) =
ARG Vrxl-1 néu x =1.

a) Cho biét tip xdc dinh cua ham sé f.

2

Trong cac diém A(-2 :8), B4 ;12), C(2 ; 8), D(5 ; 25 + -\E), diém nio
thude, diém nao khéng thudc dé thi ctia him s6 fix) = 4 fx=3 ?Visao?

Khao sat s bién thién ctia cdc ham s6 sau :

a) y= l 5 trén moi khoang (—o0 ; 2) va (2 ; +0) ;
X —

b) y= 12— 6x+5 trén mbi khoang (= ; 3) va (3 ; +=0) ;

2005

c) y=x + 1 trén khoang (- ; +0).

Ham s6 y= l ¢6 d6 thi nhu hinh 2.10.
x
a) Dua vao d6 thi, hiy lap bang bién thién

ctia ham s6 dé.

b) Bang tinh to4n, hiy khio s4t su bién thién clia

ham s6 trén méi khoang (-0 ; 0) va (0 ; +=)

.2 . A . e " A
va kiém tra lai két qua so v&i bang bién thién

da lap. Hinh 2.10



14.

15.

16.

Téap con § clia thp s6 thue R goi 1a dér xing n€u véi moi x thude S, ta déu cb

—x thuée S. Em cé nhan xét gi vé tip xdc dinh cia mot ham s6 chan (1é) ?

Tirnhan xét dé, em cé két luan gi vé tinh chan - 1é clia him s6 y = NP
Taisao ?

Goi (d) 1a duong thang y = 2x va (d') 1a dudng thang y = 2x — 3. Ta c6 thé coi
(d') c6 dwoce 1a do tinh tién (d) :

a) Lén trén hay xuéng dudi bao nhiéu don vi ?
b) Sang trai hay sang phai bao nhiéu don vi ?
i ey ; 2
Cho d6 thi (H) cua ham s6 y = ——.
X
a) Tinh tién (H) 1én trén 1 don vi, ta duge dé thi cia ham sé nao ?
b) Tinh ti€n (H) sang trdi 3 don vi, ta duge d6 thi cua ham s6 nio ?

¢) Tinh ti€n (H) 1én trén 1 don vi, sau dé tinh ti€n d6 thi nhan duoc sang trai 3
don vi, ta duoe dé thi ciia hAm s6 nio ?

Anh xa la mét khai niém rat quan trong. Ciing nhu tap hop, khai niém anh xa c6 mat
trong tat ca cac linh vuc toan hoc. Khai niém ham sé thuc chat cliing chi la mét
truéng hop riéng cla khai niém anh xa ma théi.

1. Binh nghia
Cho hai tap hop tuy v khac réng Xva Y.
« M6t @nh xa ftr X dén Y la mét quy tac dat tuong ting mbi phan tir x

clia X voi moét va chi mét phén tir xac dinh cia Y. Phan tir xac dinh 8y
gol la anh ctia x qua anh xa f, va ki hiéu la f{(x).

» Tap hop X goi la tdp ngudn, tap hop Y goi la tdp dich clia anh xa.
Anh xa ftorxdén Y duoc viétla f: X =Y

x — f(x).
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Vidu 1. ChoX={ua:h:c;divay={0;1}.
Goi fla quy tdc cho & hinh bén. Ta cé
anh xa

Fi-X=%YF

a >0

b i—1

é—#1
d—1. &
Vi du 2. Cho X la tap hop céac 16p hoc clia mét trudng phd théng, Y la tap hgp cac
giao vién cla trudng dé va f1a quy tac dat tuong ing moi I6p hoc véi giao vién chl
nhiém I6p d6. Taco anhxaf.: X > Y. O

Vi du 3. Cho X la tap hop céac hoc sinh clla mét trusng hoc, Y 1a tap hop cac sé thuc
R va fla quy tic dat twong ng mai hoc sinh véi sé do chiéu cao (tinh bang xentimet)
clia hoc sinh d6. Khi d6, f1a mot anh xa tir X dén Y. 0

2.Chay
1) Néu choanh xaf: X— Y thi :
— Méi phan tr x € X déu phai cé anh cia né frong Y va anh dé 1a duy nhat ;

— M@&i phan tir thuéc ¥ c6 thé 1a anh cla mot hay nhiéu phan tir cla X,
nhung ciing cé thé khéng la anh clia phan tirnao ca.

2) Trudng hop X — IR va ¥ = R thi mbi anh xa tir X dén Y 1a mét ham sé xac
dinh frén X.

HAM SO BAC NHAT

1. Nhac lai vé ham sé bac nhat
e Ta di biét : Ham sé bdc nhdt la ham s6 duoc cho bang biéu thitc ¢é dang
y=ax+ b, trong dé ava b la nhitng hdang s6 véi a 0.
Ham s6 bac nhit cé tip xac dinh 1a R.
Khi @ > 0, hAm s8 y = ax + b déng bién trén R.
Khi a < 0, ham s6 y= ax + b nghich bién trén R.
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Bang bién thién :

X o0 +0 % oo oo
y=ax+b / +00 y=ax+b | +o© \
(a>0) —0 (a < 0) —o0

D6 thi ctia ham s6 y = ax + b (a # 0) 1a mot dudng thang goi 1a dudng thang

” A At » & " -2
y=ax+ b. N6 c6 hé so géc bang a va c6 dac diém sau :

— Khéng song song va khéng trung véi cac truc toa doé ;
= . -7 ~ = ~ .« o 7 h
— Cat truc tung tai diem B(0 ; b) va cat truc hoanh tai diem A(——; 0).

Vi du 1. D6 thi cia ham s6 y = 2x + 4 1a dudng
thang di qua hai diém A(-2 ; 0) va B(0 ; 4).

Tir dang thitc 2x + 4 = 2(x + 2) dé suy ra rang
dudng thang y = 2v + 4 c6 thé thu dwoc tir dudng
thing (d) : y = 2x bang moét trong hai cich sau
(h.2.11):

— Tinh tién (d) 1én trén 4 don vi ;

— Tinh tién (d) sang trai 2 don vi. 0O Hinh 2.11

« Cho hai dudng thang (d) : y=ax+bva (d"): y=ax+h, tacé:
(d)song song voi(d') <> a=d vab# b,

(d) trung v6i (d') < a=d vab="b;

(d)cat(d") & a# d.

Ham so y = |ax + b

Yi
3 % i e 9 4 ]
a) Ham so6 bac nhat trén tung khoang g, E
(x+1 néu 0<x<?2 27 : i
. ! ; 1 .
Xéthamsé y=flx)= {——x+4 néu 2<x <4 I 4
= ) 0 2 4 5 %
2x-6 néu 4<x<5.
» Hinh 2.12
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R& ring, ham s6 trén khong phai 14 ham s6 bac nhat. N6 14 su "lap ghép" cla
ba ham s6 bac nhat khic nhau. Ham s6 nay 1a mét vi du vé ham sé bdc nhdt
trén tirng khodng.

Muén vé dé thi ctia haim s& bac nhét trén timg khoang, ta vé& do6 thi cia timg
him s6 tao thanh. Chang han, dé thi ctia ham s6 néu trén la dwong gip khic
ABCD (h.2.12), trong doé :

AB 12 phan dudng thang y=x+ 1 tngvdi 0 <x<2;

BC 1a phin duodng thang y= —%I-f— 4img vl 2<x<4;

CD 13 phin dudng thang y = 2v — 6 tng véi 4 < x < 5.

H1| Cho biét tap xéac dinh, lap béng bién thién ciia ham sé néi trén va tim gia trj Ion

nhéat ctia no.

b) Po thi va sy bién thién cia ham sé y=|ax + b | véia# 0

Sau day, ta s& tim hiéu tinh chat ctia cdc ham s6 dang y = | ax + b | théng qua
d6 thi cia né. Ham s6 y = | ax + b | vé thuc chit ciing 12 ham s6 béc nhét trén

timg khoang,

Vidu 2. Xét ham s6 y = |x

Dé thdy ham s6 y = |x| xdc dinh véi moi x va 1a
mot ham s6 chan. Theo dinh nghia gii tri tuyét
doi, ta cd

x nfu x=0
x| =

'

-x nfu x<0.

Hinh 2.13

Do dé, dé thi ctia him s6 nay 1a su "lap ghép" cla hai d6 thi : d6 thi ciia ham
s6 y = x (chi 14y phén tng véi x > 0) va dé thi ctia haim s6 y = —x (chi ldy phan
tng véi x < 0). D6 12 hai tia phan gidc clia hai géc phan tw I va II (h.2.13). Dé
thiy ching déi xitng véi nhau qua Oy. ]

H2| Dua vao dé thi, hay lap bédng bién thién ctia ham s6 y = |x| va tim gia tri nho

nhét ctia no.



Viduy 3. Xét ham s6 y = |2v — 4/

Theo dinh nghia gia tri tuyét doi, ta c6 :

- Néu2x-4>0,tirclax>2thi |2x-4|=2x-4;

-Néu2x -4 <0, titcclax<2thi|2x-4|=-2x-4)=-2x+ 4.
Do d6, ham s6 di cho cé thé viét 1a

{ 2x—4néux=?2

y =
—2x+4dnfunx<?2. O

H3| Hay néu cach vé dé thi ctia ham sb cho trong vi du 3 roi lap bang bién thién

ctia no.
CHUY Ay
i)

Qua hai vi du trén day, ta thdy c6 thé v&
d6 thi cia ham s6 y = | ax + b | bang mot 2
cdch khac don gian hon nhw sau : Vé hai -
dudng thang y=ax +bhva y=—ax — b 0 ',"E".‘ 4
roéi xod di hai phin dudng thang nam & =2 ,.-"' “"\
phia dudi truc hoanh. (Hinh 2.14 1a d6 thi B r;"' \‘\“

PR y i \
cua ham s6 cho trong vi du 3). i g

Cau hai va hai tap

Ham s6 bac nhat

. Tim cdc cap dudng thang song song trong cdc dudng thang sau :

1 1

a) y=—=x+1 ; b) y=——0=x+3;
2 2
2

C) y=—=x+2 ; d) y= J2x-2;
N2

e) y:%x—l; g) _v:—[gr—l}.
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Ham s6 y = |ax + b|
2x+4 néu -2 <x<-1

18. Cho haims6 y=f(x)=4-2x néu —-1<x<1

x-3 néun 1<x< 3
a) Tim tap xac dinh va vé d6 thi cia ham sé dé.

b) Cho biét sir bién thién ctia him s6 da cho trén méi khoang (-2 ; —1), (-1 ; 1)
va (1 ; 3) va lap bang bi€n thién cta né.

19. a) V& d6 thi cla hai hAm s6 y = fj(x) = 2| x | vA y=/f(x) = |2x + 5| trén cung
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mot mit phang toa do.

b) Cho biét phép tinh ti€n bi€n d6 thi ham s6 f; thanh d6 thi ham s6 f,.

jPHEP TINH TIEN HE TOA DO

Ta biét rang d6 thi cia mét ham sé bao gid cling gan véi mot hé toa do nhat dinh. Vi
du, d6 thi clia ham s6 y = x 1a dudng phan giac (d) clia gbéc phan tu' I va III trong hé
toa d6 Oxy. Ta hay xét mot hé toa dé méi O'xY, trong d6 géc O' clia né, déi vdi hé toa

dd Oy, 6 toa dé (xq - yo) ; cac truc X'X va Y'Y song song cung huéng va cung don vi
theo thir tu véi truc x'x va y'y (h.2.15). Cau hoi datra la trong hé toa d6 mdéi 4y, liéu
(d) c6 con 1a d6 thi cia ham sé Y = X nira hay khéng ? Néu khéng thi né sé la dé thi

- 3 A 3 o)
cua ham sé nao “ ¥4 ¥4

C6 thé thdy rang : Néu O' ¢ (d), cé nghia la
(d) khéng di qua gbc toa d& mdi thi (d) khéng
thé la dé thi clla ham sé ¥ = X. Tuy nhién,
trong trudng hop téng quat, mudn biét (d) 1a

dé thi clia ham s6 nao, ta can tim hiéu méi X X
quan hé gilra cac toa d6 cu va méi clla moi

diém trong mat phéng.

Goi M la mét diém tuy y. Déi véi hé toa do

Oxy, M c6 toa do 1a (v ; y). D&l véi hé toa do "

O’XY, toa dd clia M la (X: Y). Ta can fim méi
quan hé gilra (v ; y) va (X; ¥). D&y y

-

Y’

OM=00"'+0'M. Hinh 2.15



Vé toa dd, tir ddng thirc vecto & trén, ta c6

D6 1a cong thire dbi toa do bdi phép tinh tién hé toa dd theo vects 00" .

Gia s ((7) 1a d6 thi ca ham s6 y = f(x) déi véi hé toa dd Oxy. Muéh biét (G) 1a dé thi
clla ham sé nao déi véi hé toa dé O'xY, ta phai tim quan hé giita X va Y. Muén vay,
thay thé x va y frong hé thirc y = f(x) béi cong thiic (*), ta co

Y + yg = fiX+ xg) hay Y = fiX+ xp) — vy.

Vay déi véi hé toa dd 0'XY, (G) la d6 thi clia ham s6 ¥ = X + xq) — .

Luyén tap

Cé phai mbi dudng thang trong mit phang toa dé déu 14 dé thi clia mét ham

s6 nao dé khoéng ? Vi sao ?

. a) Tim ham s& y = f(x), biét rang d6 thi clia né 1a duong thang di qua diém

(—2;5) vd c6 hé s6 gbéc bang —1,5 ;

b) V& d6 thi ciia ham s6 tim dugc.

22. Tim bén ham s& bac nhét ¢6 dé thi 1a bén dudng thang déi mét cat nhau tai

bén dinh ctia mét hinh vuéng nhin gée O lam tam déi ximg, biét ring mot
dinh cta hinh vuéng nay 1a A(3 ; 0).

. Goi () 1a d6 thi cia hAm s6 y = 2| x |.

a) Khi tinh tién (G) 1én trén 3 don vi, ta duge d6 thi cia ham s6 nao ?
b) Khi tinh tién ((+) sang trdi 1 don vi, ta dwoc d6 thi ciia ham s6 nao ?
c) Khi tinh tién lién tiép () sang phai 2 don vi, réi xuéng dudi 1 don vi, ta
dwoc do thi cua ham sé nao ?
V& db thi ctia hai ham s6 sau trén cting mot mat phang toa do va néu nhan xét
vé quan hé giira chiing :
a)y=|x—-2]|; b) y=|x|-3.
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25. M6t hing taxi quy dinh gid thué xe di méi kilémét 1a 6 nghin déng d6i véi
10 km dau tién va 2,5 nghin déng d6i véi cdc kilomét ti€p theo. M6t hanh
khéch thué taxi di quang dudng x kilémét phai tra s6 tién 1a y nghin déng. Khi
do, y 1a mét ham s6 cua déi s6 x, xdc dinh véi moi x = 0.

a) Hay biéu dién y nhir mét haim s& bac nhat trén timg khoang tng véi doan
[0; 10] va khoang (10 ; +=).
b) Tinh f(8),f(10) va f(18).

c¢) V& d6 thi clia ham s6& y = f{x) va 1ap bang bién thién ctia nd.

26. Cho hams6 y=3[x—1|—|2x+2].

a) Bing cdch bod diu gia tri tuyét déi, hdy viet hAm s6 da cho duéi dang ham
s6 bic nhit trén ting khoang. (Huéng dan. Xét cic khoang hay doan
(oo —1),[-1; 1) va[l ; +00)).

b) V& d6 thi réi 1ap bang bié€n thién ciia ham s6 di cho.

HAM SO BAC HAI

1. Dinh nghia

Ham sé bdc hai la ham s6 dicoc cho bing biéu thitc ¢é dang
y= ax’ + bx + ¢, trong dé a, b, ¢ la nhitng hang sé'véi a # 0.

Tap x4c dinh ciia ham s6 bac hai la R.

Ham s6 y = ax’ (a # 0) ma ching ta da hoc & 16p dudi 1a mot trudng hop riéng
clia ham sé béc hai va cé d6 thi 1a mot parabol.

Trong bai ndy, ching ta s& thAy rang : Néu tinh ti€n parabol y = ax’ mot cach
thich hop thi ta s€ dugc d6 thi ciia him s6 y = ax® + bx + ¢. Do dé, d6 thi ham
sOy= ax® + bx + ¢ cling goi la mot parabol.
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2. Do thi cua ham s6 bac hai
a) Nhic lai vé dé thi ham s6 y = ax” (a # 0)
Ta da biét, d6 thi him s6 y = ax* (a # 0) 1a parabol (P) ¢6 céc dac diém sau
1) Dinh ctia parabol (P) 1a gbc toa d6 O ;
2) Parabol (P;) c6 truc déi xing la truc tung ;

3) Parabol (P;) huéng bé 16m 1én trén khi a > 0 va xuéng duéi khi a < 0.

5 ' 1
Chang han, hinh 2.16 1a parabol y = 2x%, hinh 2.17 13 parabol y = —E_rz.
YA
1 J’T
e =2 -1 1 2
o — O
it | i
il e : |
il f =2 '
oy
1 1 'lf
\11 /! 7
: ; . i
S0 1« =
it
Hinh 2.16 Hinh 2.17
b) Pé thi ham sé y= ax” + bx + ¢ (a # 0)
Ta da biét
b b: | B
G A e S O B it | +ie
2a Aa 4a
b\ b%-dac
—a| X+ —| - —.
2a da
Do d6, néu ditlt ; ’ e (P)
A= b’ - dac, p= —2— va g = —4—
: = = () @)
thi ham s6 y = ax” + bx + ¢ ¢6 dang gl--==A-- !
y= a(_r = p)2 + g. ’
Goi (Py) la parabol y = ax®. Ta thure 7) 2 e
hién hai phép tinh ti€n lién ti€p
nhir sau : Hinh 2.18
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— Tinh tién (Py) sang phai p don vi néu p > 0, sang trdi |p| don vi néu p < 0, ta
dwoc d6 thi ham s6 y= a(x — p)z. Goi d6 thi nay 1a (P)).

— Tiép theo, tinh ti€n (P ) 1én trén ¢ don vi n€u g > 0, xubng dudi |¢| don vi
néu g < 0, ta dwrge d6 thi haim s6 y = a(x — p)2 + ¢. Goi d6 thi nay 1a (P).
Vay (P) 14 d6 thi cia hamsé y = ax’ + bx + c.

Ta nhan thday (Py) va (P) déu la nhiing hinh "giong hét" parabol (P) (hinh 2.18
tmg vai truong hop p > 0, g > 0).

H1| Biét rang trong phép tinh tién thir nhat, dinh O cta (Py) bién thanh dinh I, cta

(P,). Ttr do, hay cho biét toa dé cta I, va phuong trinh truc déi xing cta (P,).

H2| Trong phép tinh tién thir hai, dinh 1, cda (P,) bién thanh dinh I caa (P). Tim toa

dé caaI va phuong trinh truc déi ximg cta (P).

Két ludn
Do thi ciua ham sé'y = ax’ + bx + ¢ (a # 0) la mot parabol cé dinh

b A 2 : 2 ' G '
I —— = ., nhdn duong thang x = —— lam truc dér xitng va
2a 4a 2a

huong bé [om lén trén khi a > 0, xuéng dudi khi a <0.

- - ~ - > 5 ~* 2 -~ S ~
Trén day, ta da bi€t doé thi cua ham s6 y = ax™ + bx + ¢ (a # 0) cling la mot
parabol "giéng" nhu parabol y = ax’, chi khéc nhau vé vi trf trong mat phang
toa d6. Do d6 trong thuce hanh, ta thudng vé truc tiép parabol y = ax’ + bx + ¢

s o ~ 2 Fd 5
ma khéng can vé parabol y= ax”. Cu thé, ta 1am nhu sau :

— Xdc dinh dinh cua parabol ;
— Xac dinh truc déi ximg va hiréng bé lém ciia parabol ;

— Xdc dinh mét sé diém cu thé ciia parabol (chang han, giao diém
ciia parabol véi cdc truc toa dé va cdac diém déi xitng voi chiing
qua truc doi xirng) ;

— Cdn cit vao tinh déi xitng, bé 1ém va hinh ddng parabol dé "néi”
cdc diém délai.



3. Su bién thién cia ham so6 bac hai

Tir d6 thi cia ham s6 bac hai, ta suy ra bang bién thién sau day.

b b
X —Q = +00 X —oD — — +00
2a 2a
+00 +00 A
y= ax’+bx+c y= ax’+bx+c 4a
(a>0) P (a<0) /’ \
s + o
Nhur vay :
Khi a > 0, ham s6 nghich bién trén khoang (—= ; —2—), dong bién
a
; ; b b o v wy R ; b
trén khoang (—— ; +0 ) va c6 gia tri nho nhat la —— khi x= ——.
2a 4a 2a

- ~ o P k] h - - A’
Khi a < 0, ham sé6 dong bién trén khoang (- ; —2—), nghich bién
a

g b L. ; A
trén khoang (—=— ;40 ) va co gida tri lon nhdt la —=— khi x = —— .
2a 4a 2a
Vi du. Ap dung k&t qua trén, hiy cho biét su bién thién ctia ham s&
y= —,1'2+ dx - 3.
V& d6 thi cia ham sé dé.
A

b
Giai. Ta tinh duge —— =2 va —— = 1.
2a da

VAay d6 thi cuia ham s6 y = —xX+4x-31a parabol ¢6 dinh (2 ; 1), nhan dudng
thang x = 2 1am truc d6i xitng va huwéng bé 16m xuéng dudi.

Tir d6 suy ra ham s6 déng bién trén khoang (-0 ; 2), nghich bién trén khoang
(2 ;+90).

Ta c6 bang bi€n thién :

x —0 2 +00

Bang bién thién nay cho thiy ham s6 cé gia tri 16n nhat 1a 1 khix = 2,

<)



PéE v& d6 thi, ta 1ap bang toa do clia mot s
diém thuoc d6é thi nhw sau

x |0 1 2 3 4
y |[-3 0 1 0 -3

"N6i" cac diém dé lai, ta dirge parabol

y = —x? + 4x = 3 nhirhinh 2.19,

Nhdn xét. Ta ciing c6 thé v& d6 thi cta
ham s6 y = |ar2 + bx + ('l twong tu nhw
cach vé& d6 thi cia hAm s6 y = lax + hl.

Chang han, d& v& d6 thi him s6
y= |—.r2 + 4x — 3|, ta lan luot 1am nhur sau
(h.2.20) :

» V& parabol (P) : y= 3 Pl B :

« V& parabol (P,) : y= —(=x" + 4x — 3)
bang céch ldy déi xing (P,) qua truc Ox.

» Xo4 di cdc diém ctia (P) va (P,) nim &
phia duéi truc hoanh.

Hinh 2.20

H3| Cho ham s6 vy =" + 2x — 3 ¢6 dG thi Ia parabol (P).

a) Tim toa do6 dinh, phuong trinh truc déi xing va huong bé 16m caa (P). Tur dé suy ra
su bién thién ciia ham s6 y = x* + 2x — 3.
b) Vé parabol (P).

¢) V& d6 thj ctia ham s6 v = | + 2 - 3|.

Cau hai va bai tap

27. Cho cic ham s6 :
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a) y=—x>—3; b) y=(x - 3)°;
) y=V2x"+1; d) y=-~2 (x+ 1)

Khong vé& d6 thi, hiy mo6 ta dé thi cia mdi ham s6 trén bang cdch dién vao
ché tréng (...) theo méu :



3

3

7y

L2

0.

1.

— Dinh ctia parabol 13 diém cé toa dé ...

— Parabol ¢6 truc déi ximg la dirdng thang ...

— Parabol ¢4 bé 16m hudng (1én trén / xuéng dudi) ...

Goi (P) 1a dé thi ctia ham s6 y = ax” + ¢. Tim @ v ¢ trong mdi trurdng hop sau :
a) y nhin gia tri bang 3 khix = 2, va ¢6 gi4 tri nhd nhat1a -1 ;

b) Dinh ctia parabol (P) 14 I1(0 ; 3) vA mét trong hai giao di€m ctia (P) véi truc
hoanh 1a A(-2 ; 0).

. Goi (P) 1a d6 thi cua ham s6 y = a(x - m)z. Tim a va m trong méi trudng

hop sau :

a) Parabol (P) c6 dinh 14 I(-3 ; 0) va cat truc tung tai di€ém M(0 ; -5) ;

b) Dudng thang v = 4 cat (P) tai hai di€ém A(-1 ; 4) vaB(3 ; 4).

Viét mbi ham s6 cho sau day thanh dang y= a(x - p)2 + ¢. Tir d6 hay cho biét
dé thi ctia né c6 thé dirge suy ra tir d6 thi clia hAim s6 ndo nhd cdc phép tinh

ti€n do6 thi song song véi cdc truc toa do. Hiy mo ta cu thé cdc phép tinh
ti€n do :

a) y=x>—8x+12; b) y=-3x*— 12x +9.
Ham s6 y = —2x” — 4x + 6 ¢6 db thi 1 parabol (P).

a) Tim toa dé dinh va phuong trinh truc déi ximg ctia (P).

b) V& parabol (P).

c¢) Dua vao dé6 thi, hay cho bi€t tip hop cdc gia tri ctia x sao cho y = 0.

Luyen tap

2, i by * by 'l o~
. V&i moéi ham s6 y=— 420+ 3va y= 5,\‘2 +x—4, hay

a) V& d6 thi ciia ham s6 ;
b) Tim tap hop cac gia tri x sao cho y> 0 ;

c¢) Tim tap hop cdc gid tri cua x sao cho y< 0,
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33. Lap bang theo méu sau day réi dién vao 6 tréng cac gid tri thich hop (néu c6).

Ham 56 e nh};i“;‘rjf:r‘:’hg‘t"k‘t‘l: _o | Gidtilenshdt | Gidtrinhé nhat
y=3 —6x+7
y= ~5x%- 5 +3
y=x>—6x+9
y=—d? +4x - |

34. Goi (P) 1a d6 thi ctia ham s6 béc hai y = ax® + bx + . Hiy xdc dinh diu cia

36.

hé s6 a va biét s6 A trong méi trirdng hop sau :
a) (P) nam hoAn toAn & phia trén truc hoanh ;

b) (P) nam hoan toan & phia duéi truc hoanh ;

¢) (P) cat truc hoanh tai hai diém phan biét vd dinh cta (P) nim phia trén

truc hoanh.

. V& d6 thi réi 1ap bang bién thién ctia méi ham s6 sau :

a) y=|-r2+\/5.r| : b) y:—x2+2|-\f|+3 :
) y=0,5v2—Ix—11+1.

Vé dé6 thi cia mbi ham s6 sau :

; 1 ,
—x+1 néu x<-1 —(x+3)> néu x<-l,
2) y= 2 ; b)y= 42
-x“+3 nfu x>-1; 2 e

37. Bai todn béng dd
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Khi mét qua béng duge da 1én, né sé dat dén dé cao nao dé roi roi xuéng. Biét

rang quy dao clia qua béng 12 mot cung parabol trong mat phang véi hé toa do

Oth, trong d6 14 thoi gian (tinh bang giay), ké tir khi qua béng dwge di 1én ; &
13 d6 cao (tinh bang mét) cna qua béng. Gia thi€t rang qua béng dwoc da tir do

cao 1,2 m. Sau dé 1 giay, n6é dat d6 cao 8,5 m va 2 giay sau khi di lén, né &

dd cao 6 m (h.2.21).



38.

-

a) Hay fim ham s6 bac
hai biéu thi dé cao h
theo thoi gian ¢ va cé
phin dé thi trung vé&i
quy dao cua qua béng
trong tinh huéng trén.

b) Xac dinh d6 cao 16n
nhit cua qua béng (tinh
chinh xdc dén hang
phan nghin).

c) Sau bao lau thi qua béng s& cham dit ké tir khi d4 1én (tinh chinh x4c dén
hang phan tram) ?

Hinh 221

Bai todn vé céng Ac-xo (Arch)

Khi du lich dén thanh ph6 Xanh Lu-i (M7), ta s& thAy moét cdi céng 16n ¢6 hinh
parabol huéng bé 16m xudéng dudi, dé 1a cong Ac-xo. Gia sir ta lap mot hé toa
dd Oxy sao cho mét chan céng di qua gde O nhu trén hinh 2.22 (x va y tinh
bing mét), chan kia clia céng & vi tri (162 ; 0). Biét mot di€ém M trén céng ¢
toa do 14 (10 ; 43).

a) Tim ham s6 bac hai ¢6 do6 thi chia cung parabol ndi trén.

b) Tinh chiéu cao clia céng (tinh tir di€ém cao nhAt trén céng xuéng mat dit,
lam tron két qua dén hang don vi)

}Hh

3qM

=Y

10 ' 162
Céng Ac-xo o M7 Hinh 222
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MOT SO HINH ANH PUGNG PARABOL TRONG THUC TE

Parabol la mét dudng cong don gian nhung rat dep. Béi vay, ching ta c6 thé thay né
xuat hién trong nhiéu céng trinh kién tric & Viét Nam va trén thé gidi.

Ngoai ra, parabol con ¢é nhiéu tinh chat Ii thd ma ching ta sé nghién clu trong
Hinh hoc.

Cdu treo Binh Thanh
trén tuvén quoc 1o 19 noi thanh phé Hué
vol huyén mién nii A-1uoi.

Anh VNTTX.

Tho han.

Bé phun niéc o Tudn Chdu, Cau A-ra-bi-da 6 Poéc-té6 Bé Piao Nha.
tinh Qudng Ninh.



39.

40.

41.

42.

Céu hoi va bai tap on tap chuong II

V&i méi ciu hoi sau day, hdy chon phan két luAn ma em cho 14 ding.
a) Trén khoang (-1 ; 1), hamséy=-2x+5

(A) Déng bién ; (B) Nghich bién ; (C) Ca hai két luin (A) va (B) déu sai.
b) Trén khoang (0 ; 1), ham s6 y = P4 0% -8

(A) Déng bién ; (B) Nghich bién ; (C) Ca hai két luin (A) va (B) déu sai.
c) Trénkhoang (-2 ; 1), hams6y = D

(A) DBéng bién ; (B) Nghich bién ; (C) Ca hai két luan (A) va (B) déu sai.

a) Tim diéu kién cta @ va b, sao cho ham s6 bac nhat y= ax+ b 1a ham s6 1é.

b) Tim diéu kién clia a, b va ¢, sao cho him s6 bac hai y= ax’+ hx + ¢ 12 hAm
s6 chan.

% . - - . ) ‘ 2 e » . a 2 -
Dura vao vi tri d6 thi cia hAm s6 y = ax” + bx + ¢, hily xdc dinh diu cta cdc hé

s6 a, b, ¢ trong mbi tredng hop dudi day (h.2.23) :

y Y y y
0 X A Q7 X
ol X
a) b) c) d)

Hinh 223

Trong mbi truong hop cho dudi day, hiy vé& do thi ctia cdc him s6 trén cung

mot mat phang toa do r6i x4c dinh toa do giao diém cta ching :

a)y=x-1 Vfl)f:.l’z— 2x-1;

b)y=—x+3vay= —.r2~ dx +1;

c) y=2x~-Sva y:.rz —4x—1,

X4c dinh cdc hé s6 a, b va ¢ dé cho ham s6 y = ax’ + bx + ¢ dat gia tri nho
nhAt bang % khi x = % va nhan gia tri bang 1 khi x = 1. Lap bang bi€n thién
va vé& d6 thi cia ham sé dé.
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44. V& d6 thi ctia cic him s6 sau réi 1ap bang bié€n thién clia nd :

43.

3
a) yzax—E : b)y—{ 5
c)y= l.r2+.r—i‘ .

) 2

Trén hinh 2.24, diém M chuyén
déng trén doan thang AX. Tir M, ké
dudng thang song song véi AB, cat
mot trong ba doan thang BC, DE,
FG tai diém N. Goi S 1a dién tich
clia mién t6 dam nam & bén trdi MN .
Goi d6 dai doan AM lax (0 <x <9),
Khi d6, § 1a mot ham s6 cioa x. Hiy
néu biéu thitc xdc dinh ham s6 S(x).

46. Bai todn tau vii tru

Khi mét con tau vii tru duge phéng
lén Mat Trang, trude hét né bay vong
quanh Trai DAat. Sau d6, dén mot
thdi diém thich hop, dong co bat dau
hoat déng dwa con tau bay theo quy
dao 1a moét nhanh parabol lén Mat
Trang (trong hé toa do Oxy
nhr trén hinh 2.25, x va y tinh
bang nghin kilémét). Biét rang khi
dong co bat ddu hoat dong, tic 1a
khix =0 thi y=-7. Sau do, y = -4
khix =10 va y= 5 khi x = 20.

2x néux<0

x“—xnfuxz=0;

d) y=x|x| - 2x-1.

F G
Bl i hds L
A M X
Hinh 2 .24
y.ll
x

Hinh 2.25

a) Tim him s6 bac hai cé do6 thi chira nhanh parabol néi trén.

b) Theo lich trinh, dé d&n duwge Mit Trang, con thu phai di qua diém (100 ; y)
v&iy= 294 + 1,5. Hbi diéu kién dé c¢é duge thoa man hay khéng ?
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T thud xa xua, trong lich st phét trién cla todn hoc, phuong
trinh d& I van dé trung tam clia dai sd hoc. Trong Bxai 6 10
nang ¢ao, c4c van dé vé phuong trinh vi hé phuong trinh béc
phit va bac hai cing la mdt ndi dung trong tdm clia chuong
trinh. Chiing duge trinh bay chinh xac hon, day dl hon, hé thdng
hon 50 v6i Iop dudi. Trong d6, diéu dang luu y va tuong doi kho la
van dé gidi va bién luan phuong trinh. Bdi vay, chuong nay doi hdi
nhiing ki ndng thanh thao trong vigc gidi céc phuong trinh va
hé phuong trinh bac nhét v3 bac hai trén ¢o 8d céc phuong
phap co bdn ma sach gido khoa da cung cép.
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PAI CUONG VE PHUONG TRINH

O 16p dudi, ta di 1am quen véi khai niém
phuong trinh, chang han, 2x — 1 = Jx 1
mot phuong trinh. PE cé6 mot cach hiéu
moi, ta xem "2x — 1 = \/T " 1a mot ménh dé
chita bién. Gi4 tri ctia bi€n x lam cho ménh

MENH BE
CHUA BIEN

PHUONG TRINH
Jix) = gfx)

dé d6 diung chinh 132 nghiém cta phuong
trinh. Sau diy, ching ta s€ dinh nghia
phuong trinh theo quan diém dé.

1. Khai niém phuong trinh mot an
DINH NGHIA

Cho hai ham 56 y=f{x) va y = g(x) ¢6 tdp xdac dinh lan luot la EDf-
vd EDH. bat D = fﬁfﬁ SDL,.

Ménh dé chiia bién "f(x) = g(x)" duoc goi la phuwong trinh mot dn ;
x goi la dn sé (hay dn) va D goi la tap xdc dinh ciia phicong trinh.
S6' xy € D goi la mét nghiém ciia phuwong trinh f(x) = g(x)
néu "flxg) = glxg)" la ménh dé diing.

CHUY1

Dé thuan tién trong thuc hanh, ta khéng can viét rd tap xic dinh D
clia phurong trinh ma chi cdn néu diéu kién dé x € 9. Diéu kién dé
goi la diéu kién xdc dinh cia phuong trinh, goi tat 1a diéu kién cua
phuong trinh.

Dé don gian, ta coi cdc ham s6 duoc néi dén trong bai nay déu
ditoc cho bang biéu thitc. Vay theo quy uéc vé tap xdc dinh cta
ham s6 cho bdi biéu thie, diéu kién ctia phuong trinh bao gém cédc
diéu kién dé gid tri clia f(x) va g(x) cing duoe xac dinh va cdc diéu
kién khéc ctia n (néu cé yéu cau).
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Vidul

oy D i el plietg e A — 2% 41 = 3 B -84 150

. . . - g l a P M
b) Khi tim nghiém nguyén ciua phwong trinh 2 — — =+x , ta hiéu diéu kién
X

cta phuong trinh lax € Z , x # 0 vax =0 (hay x nguyén duong). O
CHUY 2
1) Khi giai mot phurong trinh (tire 1a tim tip nghiém cia phuong trinh),
nhiéu khi ta chi cin, hodac chi cé thé tinh gid tri gan ding cna
nghiém (véi dé chinh xdc nao dé). Gia tri dé goi la nghiém gan
diing cua phwong trinh.
Chang han, bang may tinh bd tii, ta tinh nghiém gin ding (chinh

xdc dén hang phan nghin) cta phwong trinh C=Tlaxw 1,913.

2) Cac nghiém cua phwong trinh flx) = g(x) la hoanh dé cac giao
di€m cta d6 thi hai haim s6 y= fix) va y = g(x).

Phuong trinh tuwong duong

Ta da biét : Hai phuong trinh (cling 4n) dwoc goi 1a fiong duong néu ching c6
cing moét tap nghiém. Néu phuong trinh f,(x) = g,(x) twong dwong véi phuong
trinh f5(x) = g,(x) thi ta viét

Fi(x) = g1(x) & fr(x) = g(x).

H1| Méi khdng dinh sau day dung hay sai ?

a) Nr—-1=241-x © x-1=0.

b) x+Nx-2=1+4x-2 & x=1.

c) =1 x=1.

« Khi muén nhan manh hai phwong trinh ¢é ciing tap x4c dinh & (hay ¢é ciing
diéu kién xdc dinh ma ta ciing ki hiéu 1a &) va twong dwong véi nhau, ta néi

— Hai phuong trinh twrong dwong véi nhau trén 9, hoac

— Vi diéu kién 9D, hai phrong trinh twong dwong véi nhau.

Chang han véi x > 0, hai phwong trinh =1vax=1 twong dwong véi nhau.
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« Trong céc phép bién déi phuong trinh, ding chd ¥ nhét 14 cdc phép bién déi
khéng 1am thay d6i tip nghiém cta phuong trinh. Ta goi chiing 14 cic phép
bién doi twong dwong. Nhur viy

Phép bién doi twong duong bién moét phuwong trinh thanh phiong
trinh tuong diong voi né.

Chang han, viéc thue hién cdc phép bi€n déi déng nhit & moi v€ clia mot
phuong trinh va khéng thay déi tip xdc dinh ctia né 14 mot phép bi€n déi
twong duong.

Dudi day 14 dinh 1i vé mot s6 phép bién d6i twong dwong thudng ding.

PINH L 1

Cho phuong trinh fix) = g(x) ¢6 tdp xdc dinh D ; y = h(x) la mét
ham s6 xdc dinh trén D (h(x) c6 thé 1a mot hang s6). Khi dé trén
D, phitong trinh da cho tuwong duwong véi moi phirong trinh sau :

1) Ax) + h(x) = g0) + h(x) ;

2) fix) h(x) = g(x) h(x) néu h(x)# 0véi moi x € XD,

Chitng minh. Ta ching minh cho két luan thi nhét. Két luan thi hai duge
chimg minh tuong tur.

That vay, ca ba ham s6 f, g, va h déu x4c dinh trén 9 nén néu x; thude & thi

f(xg), g(xg) va h(xp) 12 nhitng s6 x4c dinh. Do dé, 4p dung tinh chat clia dang

thite s6, ta co :

flxg) = g(xg) & flxg) + h(xp) = glxy) + h(xg).
Diéu d6 ching to rang néu x; la nghiém cta phwong trinh nay thi ciing la
nghiém ctia phwong trinh kia va nguoc lai. Vay hai phuong trinh f(x) = g(x)
va f(x)+ h(x) = g(x) + h(x) twong duong véi nhau. 0
Tir dinh 1i trén, ta dé thdy : Hai quy tac bién d6i phuong trinh da hoc & 16p
duéi (quy tac chuyén vé€ va quy tac nhan véi moét s6 khdac 0) 1a nhitng phép
bién déi twrong durong.

H2| Mbi khang dinh sau dung hay sai ?

a) Cho phuong trinh 3x++x—2 = x%. Chuyén vx -2 sang v& phéi thi duoc phuong
trinh turong duong.




b) Cho phuong trinh 3x+vx-2 = x> +x=2. Ludc bé fx-2 0 ca hai vé cia
phuong trinh thi duoc phuong trinh tuong duong.

Phuong trinh hé qua

Vi du 2. Xét phuong trinh

Jr=2-x (1)
Binh phuong hai vé€, ta duoc phuong trinh mdéi

x=4— 4x + x°. (2)
Téap nghiém cta (1) 1a §; = {1}, cta (2) la S, = {1 ; 4}. Hai phuong trinh (1)
va (2) khéng twrong duwong. Tuy nhién, ta thiy §, O 8 ; trong truong hop nay,
ta néi (2) la phiwong trinh hé qua clia phuong trinh (1). 0
Téng quat,
f1(x) = g,(x) goi la phuwong trinh hé qua ciia phuwong trinh
fix) = g(x) néu tap nghiém cia né chita tap nghiém ciia phuwong
trinh flx) = g(x).
Khi dé, ta viét
Jx) = glx) = fi(x) = gy ().
Tir dinh nghia nay, ta suy ra : Néu hai phuong trinh tuwong dwong thi méi
phuong trinh déu 14 hé qua cua phuong trinh con lai.
Trong vi du 2, gia tri x = 4 1a nghiém cta (2) nhung khéng 1a nghiém cua (1).
Ta goi 4 1a nghiém ngoai lai ciia phuong trinh (1).

H3| Méi khdng dinh sau day dung hay sai ?

a) Nx-2=1 S x-2=1,

b) x(x=1)

x—1

=] = x=:.

Trong céc phép bién d6i din dén phwong trinh hé qua, ta thudng sir dung phép
bi€n déi diroe néu trong dinh 11 sau day.

DINH L 2

Khi binh phitong hai vé ciia mét phuong trinh, ta diroc phitong
trinh hé qua cua phitong trinh dda cho.

£ = ) = [F ()] = [g0]
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CHUY
1) C6 thé chitng minh duoc rang : Néu hai v&€ clia mot phwong trinh

[uén cing ddu thi khi binh phrong hai v&€ cta né, ta duoe phuong
trinh tuong duong.

2) Néu phép bi€n déi mot phuong trinh dan dén phwong trinh hé
qua thi sau khi giai phuong trinh hé qua, ta phai thir lai cdc nghiém
tim duge vao phuong trinh dd cho dé phat hién va loai bd nghiém
ngoai lai.

Vidu 3. Giai phrong trinh [x — 1| =x - 3,
Giai. Binh phuong hai v€, ta duge phuong trinh hé qua
-+ l=x>-6x+09.

Giai phuong trinh nay, ta dwge x = 2. Thir lai, ta thiy 2 khéng phai 12 nghiém
ctia phuong trinh da cho. Viy phrong trinh da cho v6 nghiém. O

Phuong trinh nhiéu an
Trong thuc t€, ta con gap nhitng phwrong trinh ¢é nhiéu hon moét an. D6 1a céc
phuong trinh dang F = G, trong dé F v G 14 nhitg biéu thitc ctia nhiéu bién.
Chang han,

2%+ dxy—yP = —x+ 2y + 3 (3)
12 mét phuwong trinh hai dn (x va y) ;

X+ y+z= 3xyz (4)

12 mot phicong trinh ba dn (x, y va z).
Néu phuong trinh hai 4n x va y trd thanh ménh dé ding khi x = xy vd y = y,
(véi xy va y, 1a s6) thi ta goi cdp s6 (xy ; vo) 12 mét nghiém ctia né. Chang
han, cap s6 (1 ; 0) 1a mét nghiém cua phwong trinh (3).
Kh4i niém nghiém ctia phuong trinh ba 4n, bén 4n,... cling duge hiéu twong tu.
Chang han, b6 ba s6 (1 ;1 ;1 )12 mot nghiém ctia phwong trinh (4).
D6i véi phwrong trinh nhiéu an, cdc khdi niém tap xdc dinh (diéu kién xdc

dinh), tap nghiém, phuong trinh tuwong dwong, phwong trinh hé qua,... cling
twrong tw nhwr d6i véi phwong trinh mét 4n.



S.

Phuong trinh chia tham sé

Chiing ta con xét ca nhimg phuong trinh, trong dé ngoai cdc 4n con cé nhimg,
chir khdc. Cac chir nay duge xem la nhirng sé di bi€t va duoc goi la tham sé.

Chang han, phuong trinh m(x + 2) = 3mx — 1 (v6i 4n x) 12 mot phicong trinh chita
tham sé'm.

H4| Tim tap nghiém cia phuong trinh mx+2=1-m (vOi m la tham s6) trong moi
trusnghop: a) m=0, b) m=0.

R6 rang nghiém va tip nghiém ctia moét phirong trinh chita tham s6 phu thuée
vio tham s6 dé. Khi giai phwong trinh chita tham s&, ta phai chi ra tip nghiém
ctia phuong trinh tuy theo cdc gid tri ¢ thé ctia tham s6. Dé nhan manh v
dé, khi giai phuong trinh chita tham s6, ta thudng néi 1a giai va bién ludn
phuong trinh.

~ ] - ] ~
Cau hoi va bai tap
Tim diéu kién x4c dinh cia méi phuong trinh sau r6i suy ra tip nghiém ctia né :

a) '\EZ\/:; b) 3x—ax—2=42—x +6 :
) 3_;:,)(+v',r—3; d)x+fx-1=+-x.

X -

Giai cdc phuong trinh sau :

a)\’-l—\fr— =2+ 4x-1 b) \’-I—\h’— —OS-I—\/Y—

3
2\/1’—5 \/r— 2\6' wJ
Giai cdc phrong trinh sau :
) &7 I :2\’—1; 9 l :2..1’—3;
x-1 x-1 x—2 x-2
c)(r—3\+2)-\h— =k d)(.rz—.r—Q)\}.r+ =40,

Giai cic phwong trinh sau bang c4ch binh phuong hai vé& clia phwong trinh :

a) fx—3 =49-2x ; b) yx-1=x-3

c)2lx—-1|=x+2; dj | ¥=2 = 2x—1,
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PHUCNG TRINH BAC NHAT
VA BACHAIMOT AN

Ta da biét cach giai :

— Phuwong trinh bdc nhdt (An x) 1a phuong trinh ¢6 dang ax + b = 0
(@ va b 1a hai s6 da cho véi a# 0) ;

— Phuong trinh bdc hai (in x) 1a phuong trinh ¢é dang ax> + bx + ¢ = 0
(a, b vA ¢ 12 ba s6 dd cho véi a = 0) ; A= b* — 4ac goi 1a biét thiic, A' = b* - ac
(véi b= 2b") goila biét thitc thu gon cua phuong trinh bac hai.

Trong bai nay, chiing ta s& nghién ciru cach giai va bién luan cdc phuong trinh
bac nhét va bac hai ¢6 chira tham s6.

Giai va bién luin phuong trinh dang ax + b= 0

Két qua giai va bién ludn phuong trinh dang ax + b = 0 duoc néu trong
bang sau day.

. : b
1Da#0 : Phrrong trinh ¢6 mét nghiém duy nhét x = ——.
a

2)a=0vab=#0:Phrong trinh voé nghiém.
3) a=0va b= 0: Phuong trinh nghiém ding véi moix € R .

Vidu 1. Giaiva bién luian phuong trinh sau theo tham s6 m

mPx+2=x+2m. (1)
Gidi. Ta bién déi trong duong

(1) < m>x—x =2m-2

& (m=1x=2Am-1). (1a)
Xét cac truong hop sau day.

)Khim#=+1(taclam#=1vam#-1),ta cé6m’ - 1 # 0 nén (la) c6 nghiém
- 2m—1) 2
' m>-1 m+1

D6 1a nghiém duy nhét cia phuong trinh da cho.



2) Khi m = 1, phuwong trinh (1a) trd thanh Ox = O ; phuong trinh nay nghiém

ding véi moi x € R nén phirong trinh (1) cling nghiém diing véi moix € R.

3) Khi m = -1, phuwong trinh (l1a) tro thanh Ox = —4 ; phuong trinh nay vo
nghiém nén phuong trinh (1) cting v6 nghiém.

2 i A i 2
tap nghiém 1a § = :
m+ 1 m+ 1

m=—1:(1)v6 nghiém (tip nghiém la § = D).

Két ludn

m# =+l :(1)conghiémx =

m=1:(1)nghiém diing véi moi x € R (tap nghiém la S = R). O

Giai va bién luan phuong trinh dang ax” + bx+ c= 0

Két qua giai va bién luin phuwong trinh dang a +bx+c=0 duoc néu trong

bang sau day.

1)a=0: Trové giai va bién luan phuong trinh bx + ¢ = 0.

2)a#0:
¢ A > 0 : phuong trinh cé hai nghiém (phan biét)
s A bR
X=——— Vd X= ——— ;
a

2a 2

. ) b
¢ A = 0: phwong trinh c6 mét nghiém (kép) x = —2— :
a
e A <0 : phuong trinh v6 nghiém.

HA1| Trong truong hop nao thi phuong trinh ax? +bx+¢ =0 -

a) Co mot nghiém duy nhét ?
b) V6 nghiém ?
Vi du 2. Giai va bién luan phrong trinh sau theo tham s6 m

my’ — 2m —2D)x+m—-3=0. (2)
Gidai. V6i m = 0, phuvong trinh (2) trd thanh 4x — 3 = 0 ; n6é ¢6 nghiém x = %

Véim# 0, (2) 1a phuong trinh bac hai véi biét thire thu gon la
A'=(m- 2)2—m(m— =4 —m,
73



74

Do dé6:
— Néu m >4 thi A' < 0 nén (2) v6 nghiém ;
, : ; . -2 1
— Néum=4thi A'=0nén(2) cé mét nghiém x = P = 5 ;
m
—Neum < 4vam#=0thiA'> 0 nén (2) c6 hai nghiém

m-2-d-m m—2+N4—m
V &

X= a x=
m m
Két ludn.
m >4 :(2) vé nghiém ;
. 3
m = 0:(2) c6 nghiém x = ik

m—2+4—m

m

O#m<=4:(2)cé hainghiém x =

s ; — e b pases
(hai nghiém nay trung nhau va bang 5 khim =4).

H2| Giai va bién luan phuong trinh (x—1)(x—mx +2)=0 theo tham s6 m.

Vi du 3. Cho phuong trinh

B +2= —x’+x+ a (3)
Bang d6 thi, hdy bién luan s6 nghiém ctia phwong trinh (3) tuy theo cic gid tri
ctia tham s6 a.

Giai. Trueée hét, ta dua phuong trinh (3) vé dang

Y
i 42= a, (4) \ l/
S6 nghiém cua phwong trinh (3) cing la sé nghiém 2 el

ctia phuong trinh (4) va bang s6 giao di€ém cta parabol
(P): y= X2+ 2%+ 2 véi dudng thang (d) : y = a. Quan
sat d6 thi (h.3.1), ta thy dinh clia parabol (P) 1a diém
M(-1 ; 1), khi @ thay déi thi dudng thang (d) ciing
thay déi nhung luén song song (hoac tring) véi truc
hoanh. Tir d6, ta suyra:

~ Véi a < 1, phuong trinh (3) v6 nghiém (dwdng thang (d) va parabol (P)
khéng c6 diém chung) ;

wuyY

— Véi a = 1, phrrong trinh (3) ¢c6 mot nghiém (kép) (dwdng thang (d) ti€p xic
vGi parabol (P)) ;

— Véi a > |, phuong trinh (3) ¢6 hai nghiém (duwdng thang (d) cat parabol (P)
tai hai diém phan biét). O



CHUY
Khi viét phurong trinh (3) duéi dang P43 +2=x+ata thiy két

a ~ » L # - -2 » 2 )
qua trén con cho biét s6 giao di€ém cua parabol y= x" + 3x + 2 vdi
duong thang y= x + a.

3. Ung dung cia dinh li Vi-ét

o O 16p duéi, chiing ta dd hoc dinh 1i Vi-ét d6i véi phwong trinh bac hai.

Hai s6 x; va x, la cdc nghiém clia phwong trinh béc hai
ax? +bx+c=0
khi va chi khi chiing thod man cac hé thic

. C
II + ,’iz e e N )il.flz e

Dinh i Vi-ét ¢6 nhiéu tmg dung quan trong, chang han nhur

1) Nham nghiém ciia phitong trinh bdc hai ;

2) Phan tich da thire thanh nhdn tir :

Néu da thire f(x) = ax’ + bx + ¢ ¢6 hai nghiém x, va x, thi né ¢é thé phan tich

thanh nhan tw f(x) = a(x —x;)(x —x,) (xem bai tap 9) ;

3) Tim hai s6 biét téng va tich ciia chiing :

Néu hai $6 ¢6 téngla S va tichla P thi chiing la cdc nghiém ciia phuong trinh
2 '

x —-8S+P=0.

H3| Co thé khoanh mét soi day dai 40 cm thanh
mot hinh chir nhat c6 dién tich § cho trudc trong
méi truong hop sau day dudc hay khéng ?

a)s=99 cmz; b) 5§ =100 cmz; c) S =101 cm’.

e Sau day, ta s& fim hi€u mot g dung quan
trong khic cta dinh i Vi-ét 1a xét ddu cdc
nghiém ciia phuong trinh bdc hai .

Dinh 1i Vi-ét cho phép ta nhan biét diu cac nghiém clia mét phuong trinh béc
hai ma khéng can tim cdc nghiém d6. Ta c¢b nhin xét sau day.
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Nhdn xét
Cho phiwrong trinh bdc hai ax’ + bx + ¢ = 0 ¢6 hai nghiém x; va x,

ey Sns) D=2 P s, W0
a a

— NéuP <0thi x; <0<x, (hainghiém trai dau) ;
— NéuP >0vaS>0thi 0<x; £x, (hai nghiém duong) ;

— NéuP >0vaS<O0thi x; <xy<0 (hai nghiém am).

Vi du 4. Phuong trinh (l—ﬁ),\'2—2(1+ﬁ)_x'+ﬁ=C'cé a=1-+2<0
va ('2\/5}0 nén P <0.

Vay phuong trinh d6 ¢6 hai nghiém trai dau. ]

CHUY
Trong vi du 4, ca hai két luan phwong trinh cé hai nghiém va hai
nghiém dé trdi diu déu duoc suy ra tir P < 0.

Truong hop P > 0, ta phai tinh A (hay A') dé xem phuwong trinh cé
nghiém hay khéng réi méi tinh S dé xdc dinh diu cdc nghiém.

Vi du 5. Xét ddu cdc nghiém ctua phuong trinh sau (néu c6)
(2-43)x*+2(1-4/3)x+1=0. (%)

Gidi. Ta c6

a=2-43>0va c=1>0 = P>0;

A'= (1—J§)2—(2—J§)= 2—+f3 = A" >0(vay (*) c6 hai nghiém phan biét) ;

a=2-3>0va -b=—(1-43)=V3-1>0=5>0.

Do dé, phuwong trinh da cho ¢6 hai nghiém duong. n

H4| voi mbi phuong trinh cho trong a) va b) dudi day, hdy chon khéng dinh dung
trong cac khang dinh da cho.

a) Phuong trinh =0,5x% +27x +1,5=0



(A) C6 hai nghiém tréi dau ; (B) Co hai nghiém duong ;
(C) Co6 hai nghiém am ; (D) V6 nghiém.
b) Phuong trinh x> — (JE 2 \E) x+6 =0
(A) C6 hai nghiém trai déu ; (B) Co hai nghiém duong ;
(C) C6 hai nghiém am (D) V6 nghiém.
e Viéc xét diu cac nghiém cta phuong trinh bac hai giip ta xac dinh duoc s6
nghiém cta phuong trinh tring phuong.
Ta da biét, déi vé6i phuong trinh tring phuong
ax’ +bx’+c= 0, (4)

néu dat y = K (v = 0) thi ta di dén phuong trinh bac hai déi véi v

(:;.-’2 + by +c=0. (5)

Do d6, muén bi€t s6 nghiém ctia phuong trinh (4), ta chi cAn biét s& nghiém

clia phuong trinh (5) va diu cua chiing.

HS5| Méi khdng dinh sau day dung hay sai ?

a) Néu phuong trinh (4) c6 nghiém thi phuong trinh (5) ¢6 nghiém ;
b) Néu phuong trinh (5) c6 nghiém thi phuong trinh (4) co nghiém.

Vi du 6. Cho phuong trinh

it - 22 -3 -2 =0 (6)

Khéng giai phuwong trinh, hiy xét xem phuong trinh (6) ¢é bao nhiéu nghiém ?

Giai. Dat y= K (v = 0), ta di dén phwrrong trinh
V2y2 - 22 -y -2 = 0. (7)

Phuong trinh (7) c6 a = -\E >0 va ¢ = —412 <0 nén cé hai nghiém trai
dau. Vay phuwong trinh (7) ¢6 mét nghiém duong duy nhat, suy ra phrong

trinh (6) ¢6 hai nghiém déi nhau. O

T
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Cau hai va bai tap

Xem cdc bai giai sau day va cho biét méi bai gidi dé ding hay sai. Vi sao ?

(x—=2)(x-=1) x—2 "
a) = oy x-1)=0 & =0 hodc x—1=0.
Jx -1 J_-— Nx -1
Ta cé i = = ve 1 208 #2=21.

Jx -1

Vay tap nghiém cua phurong trinh da cho la S = {1 ; 2}.
b) Jil-2=1-x o x? —22(1—1‘)2 Sx-2=1-2%+x

o 0y R T %

Viéy phuong trinh ¢6 mét nghiém x = —

Giai va bién luian ciac phuong trinh :
a) (m2 +2Dx—-2m=x-3; bpmkx-m)=x+m-2;
cymx—-m+3)=mx-2)+6; d) mz(.r —1)+m=x(3m - 2).

Dura vio hinh 3.1 (trang 74), tim cdc gid tri cia @ dé phwong trinh (3) cho

trong vi du 3 ¢6 nghiém dwong. Khi dé, hiay tim nghiém duong cna (3).
Giai va bién luan cac phuong trinh :

a) (m— 1).r2+ 3x-1=0;

b) X’ —4x+m-3=0.

a) Gia str phrong trinh ax® +bx+c=0 (a # 0) c6 hai nghiém 1a x| va x,.
Chitng minh rang ta cé thé phan tich ax> + bx+ ¢ = a(x —xp)(x —xy).

b) Ap dung. Phan tich c4c da thitc sau thanh nhan tir :

f)==-2—Te+4 va gx)= W2 +D)x% =22 +Dx+2.

Khéng giai phrrong trinh -2 -15= 0, hay tinh :
a) Téng céc binh phuong hai nghiém clia né ;
b) Téng cac lap phuong hai nghiém clia né ;

c¢) Téng céc luy thira bac bén hai nghiém ctia né.

Huéng dan. r, +r2 —(r, +r2) —2\’, xz



11. Trong cdc khang dinh sau diy, c6 duy nhit mé6t khang dinh ding. Hiy chon
khang dinh diing dé.

Phuong trinh (Jg—l).r4+.r2+2(l——\/?->)= g3

(A) V6 nghiém ;

(B) C6 hai nghiém _.r:i%J(1+J§)(J33—16J§—1) ;
(C)cebannghie;m.r:%J(1+\/§)(J33—16«/§—1) Vi x=+43 ;

(D) C6 hai nghiém x = ++/3 .

'GIAI PHUONG TRINH BAC HAI
" BANG MAY TIiNH CASIO fx - 500MS

May tinh CASIO f - 500Ms c6 thé giup ta tim nghiém dang hoAc nghiém gan dung
(v6i chin chir s6 thap phan) cla phuong trinh bac hai ax’ +bx+c¢ =0 véi cac hé s6
bang sé.

Dé gidi phuong trinh ax? + by +¢ = 0, trude hét ta n cac phim [MODE| [MODE| [1] [¢]
dé vao chuong trinh giai. Sau d6, ta nhap tihg hé sé bing cach an phim tuong (hg
v6i hé sé d6 va phim [=] .

» D& giai phuong trinh 242 —5x—3=0, ta 4n lan lugt cac phim sau :
[MODE] [MODE[ [ [o] [2]2 [5] [0)]5 [=] [©)]3]=]

Khi do, két qua la v, = 3. An tiép phim [=], ta duge x, =-0,5.

* P& gidi phuong trinh 9x” —12x+4 =0, ta 4n |an lugt cac phim sau :

[MODE| [MODE| [1] [o] [2] 9 [=] [©)] 12 [5] 4[]

Khi d6, két qua la x ~ 0,666 666 666. An tip hai phim [SHIFT| [d/¢|, ta dugc x =

I+

DPé la nghiém kép cla phuong trinh.



14.

13.

16.

17.

18.

19.
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» D& giai phuong trinh 512 +4x+1=0, ta an lan lugdt cac phim sau :

IMODE| [MODE| [1] [>] [2]5]=]4]=] 1]=]
Khi d6, trén man hinh xuét hién gia tri x, = - 0.4 cung vdi ki hiéu R <> I & géc trén
bén phai. Diéu d6 c6 nghia la phudng trinh da cho khéng cé nghiém thuc.

* D& gidi phuong trinh x?+5,3x—1,46 = 0, ta 4n 1an Iudt cac phim sau :

[MODE| [MODE]| [1] [>] [2]1 [5] 5.3[=] [(-)] 1.46]=]

Khi d6, két qua 1a x; ~ 0,262 473 175. An ti&p phim =], ta dugc x, ~ —5,562 473 176.
Pé |a cac nghiém gan dung clia phuong trinh.

Luyén tap

. Giai va bién luin cac phuong trinh sau (m 1a tham so6) :

a)2m+ Dx—-mx -1)=2m+3; b) m’ (x=1)+3mx = (m2 +3)x-1;
c)3m+ x+4=2x+3(m+1) ; d) mex + 6= 4x + 3m.

a) Tim cdc gi4 tri clia p dé phwong trinh (p + 1)x — (x + 2) = 0 v6 nghiém.

b) Tim céc gid tri ctia p dé phwong trinh p;".r — p=4x— 2 c6 vo s6 nghiém.
Tinh nghiém gan ding cua cic phuong trinh sau (chinh xac dén hang phan tram) :
a) x* - 5,60x+641=0 ; b) V2 x*+443x-242 =0.

Tim d6 dai c4c canh clia mot tam gidc vudng, biét ring canh thit nhat dai hon
canh thir hai 1a 2 m, canh thit hai dai hon canh thit ba 1a 23 m.

Giai va bién luan cdac phuong trinh sau (m va k 1a tham s6) :

a)(mﬁllr2+7.rP12:O : b)m.r2-2(m+3).r+m+l:0;
c)[(k+1x—-1](x—1)=0; d) (mx—2)2mx —x+1)=0.

Bién luan s6 giao diém cha hai parabol y = 2 - 2x+3va y= ¥ —m theo
tham sé m.

Tim céc gid tri clia m dé phrrong trinh 2= 4x+m—-1=0cé hai nghiém x; va

X, thoa man hé thirc 113 + _r;’ = 40.

Giai phuong trinh X+ (4m + 1)x + 2(m — 4) = 0, biét rang né c6 hai nghiém
va hiéu gitta nghiém 16n va nghiém nhd bang 17,



20. Khong giai phuong trinh, hiy xét xem moi phwong trinh trung phuong sau day

c6 bao nhiéu nghiém.
a) X' +8%2+12=0 : b)-1,5x'—2.6x2+1=0:

c) (l—ﬁ)x4+2.r2+l—-\/§=0 ; d) ity (\E—ﬁ)xz =0

. Cho phwong trinh kx> — 2(k + Dx+k+ 1 = 0.

a) Tim cdc gi4 tri clia k d€ phuong trinh trén c6 it nhat mot nghiém duwrong.
b) Tim céc gia tri clia k dé phwrong trinh trén cé mot nghiém 16n hon 1 va mot
nghiém nho hon 1. Huéng ddan. Datx=y+ 1.

MOT $O PHUONG TRINH QUY VE
PHUONG TRINH BAC NHAT HOAC BAC HAI

Phuong trinh dang |ax+ b|=|cx + d |
a) Cach giai 1
Ching ta da biét | X|=| Y| <> X=+ Y (v6i Xva Y 1a hai s6 tuy y). Tuong tu, ta ¢6

lax+b|=|cx+d| & ax+b = £ (cx+d).

Nhu vay, muén giai phuong trinh | ax + b | = | ex + d |, ta chi viéc giai hai

phuong trinh ax+ b = ex+dva ax +b =—(cx + d) réildy tit ca cdc nghiém
thu duoc.

Vi du 1. Giai va bién luan phurong trinh

|lmx-2|=|x+m|. (1)
Huong ddn. Dé giai phuong trinh (1), ta phai giai hai phwong trinh :

mx—2=x+m; (1a)

mx—2=-(x+m). (1b)

Tacé(la) & (m—-1)x=m+ 2.
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Do dé, (1a) v6 nghiém khim = 1 va cé nghiém x =

khim # 1.
m-—1

Tacé(lb) & (m+ 1)x=-m+ 2.

Do dé, (1b) vé nghiém khi m = -1 va c6 nghiém x =

-m+2
m+1

khim #-1.

D€ két luan vé nghiém cla phwong trinh di cho, ta 14p bang sau day.

Nghiém cua (1a) | Nghiém cua (1b) | Nghiém cuia (1)
1 — -m+2 1
m= v nghiém = —
&5 m+ 1 2
m+2 |
m= -1 = vo nghiém
m-—1 2 i
m+ 2 -m+2
m#+1
m—1 m+1
H1| Pién vao cét cubi trong béng trén réi phat biéu két luan vé nghiém ciia phuong
trinh (1).
b) Cach giai 2
Do hai vé& cua phuong trinh | ax + b | = | cx + d | luébn khéng am nén khi binh

phuong hai v€ clia né, ta duoce phrrong trinh trong dirong. Nhur vay, ¢6 thé giai

phuong trinh néu o vi du 1 nhu sau

(1) (mx - 2)2 = (x+ mr)2 & (n12 - 1))("3 —bmx+4 - m2 =0,

H2

Gidi tiép phuong trinh trén bang céch xét cac truong hop m = -1, m = 1 va m # +1

161 so sanh voi két qua thu duoc tr cach 1.

Phuong trinh chita 4n ¢ mau thiic

Khi giai phwrong trinh chita 4n & mAu thitc, ta phai chi y dén diéu kién xdc

dinh cua phrong trinh.

Vi du 2. Giai va bién luan phurong trinh

mx+1

2 (2)

x—1



Giai. Diéu kién cla phuong trinh 1a x — 1 # 0, tire la x # 1. Véi diéu kién do,

ta co
(2) S mx+1=2(x-1)
< (m=-2)x=-3. (2a)
1)Véim# 2, tacd m — 2 # 0. Phuong trinh (2a) ¢6 nghiém x = _—32 . Gia tri
m —_—

nay 12 nghiém cta (2) n€u né thoa man diéu kién x # 1. Ta cé

Zlee-3+#m-2 << m#z-1.

m-—2
Do d6:
Khim #2vam # -1 thi x= —— 13 nghiém cta (2) ;
m—
Khi m = —1 thi gia tri x = _—32 biloai. Phuong trinh (2) vé nghiém.
m -

2) Véi m = 2, phuong trinh (2a) trd thanh Ox = -3. Phwong trinh nay vé
nghiém nén phuong trinh (2) vé nghiém.

Két ludn
. 5 ~ ” *n _3
Khim # -1 vam # 2, phwong trinh (2) c6 nghiém x = %
m-—
Khi m = —1 hoac m = 2, phuong trinh (2) v6 nghiém. O

Vi du 3. Giai va bién luan phrong trinh

2
X =2m+1Dx+6m-2 J_
=wx—2. (3)
vx-2

Giai. Diéu kién cua phuong trinh 1a x — 2 > 0, hay x > 2. Véi diéu kién do,

ta cH

W -2m+Dx+6m-2 x-2
(3) £ =
JI—Q Jx—?

o xi- 2m+3)x+6m=0. (3a)

Phuong trinh (3a) luén c6 hai nghiém la x = 3 va x = 2m.
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— Gid tri x = 3 thod min di€u kién x > 2 nén nd 1a nghiém cta phuong trinh
(3) véi moi m.

— Dé gi4 tri x = 2m 1a nghiém cta (3), n6é phai thod man diéu kién x > 2.
Tacé62m>2 < m>1.Diéu dé cé nghia 1a :

— Néu m > 1 thix = 2m la nghiém cua (3) ;
— Néu m < 1 thi x = 2m khoéng thoa man diéu kién ctia 4n va bi loai.
Téng hop céc két qua trén, ta di dén két luan :

Khi m > 1, phuong trinh (3) ¢6 hai nghiém x=3 vax=2m;
T ; 3
(hai nghiém nay trung nhau khi m = E)'

Khi m < 1, phuong trinh (3) ¢6 mét nghiém duy nhat x = 3. O]

H3| Hay chon phuong an trd 19 dung trong céc phuong én cho sau day.

V6i gia tri nao cia tham s6 a thi phuong trinh (.:-2 +4x + 3)vx —a = 0 ¢6 hai nghiém
phéan biét ?

(A)a< -3 ; (B) 3<a<-1,

(C) a=z=-1;

?

(D) Khéng co gia tr] nao cda a.

Cau hoi va bai tap

Giai cdc phwong trinh :

I i .
2) 2x°=1) s X+2 ; b) 2x-=5 _ 3% 3.
2x+1 2x+1 x—1 3x+35
o .. m=3 ) .
Giai phuong trinh P =m*" —m—06 trong moi truong hop sau :
X—
aym=3; b)m#3.

Giai va bién luin cac phuong trinh (@ va m 1a nhimg tham s6) :

Y. ey
a) [2ax+3|=5; ) S il Zil,
x =1




Luyén tap

25. Giaiva bién luin cdc phuong trinh (m, @ va k la nhimg tham s6) :

a ]

a) | mx-x+1|=|x+2]|; b) + =1;
x—2 x-2a
& m,r—m—3:1 ; d) 3,1'+k=,r—k.
x+1 x-3 x+3

26. Giai va bién luan cic phuong trinh sau (m va a la nhirng tham s6):

a) 2x+m-4)2mx—-x+m)=0 ; b) jmx+2x-1|=|x]|;

c) (mx+ Dafx=1=0 ; d) 2(1—21 =a-2 ;
X—
& (m+1x+m-=2 e H ax+1 _
x+3 x—1

27. Bang cach dat 4n phu, giai cdc phuong trinh sau :

Q) A 1% = SHARZ DR T £ 15=10
b)x’+4x—3|x+2|+4=0;

¢) 4x* +L2+
X

2x — l

X

-6=0.

28. Tim céc gia tri cua tham s6 m sao cho phuong trinh sau ¢6 nghiém duy nhét
lmx —2|=|x+4|.
29. Véi gia tri nao cua a thi phuong trinh sau vo6 nghiém ?

x+1 i

x—a+1l x+a+2
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(N. Henrik Abel, 1802 — 1829)

VAI NET VE LICH SU PHUONG TRINH PAI SO

N. Hen-rich A-ben
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E. Ga-ba
(E. Galois, 1811 — 1832)

Li thuyé&t phuong trinh dai sé cé lich sir rat lau dsi. Tir 2000
n3m trudc Céng nguyén, ngudi Ai Cap da biét gidi cac
phuong frinh bac nhat, ngudi Ba-bi-lon da biét giai cac
phuong trinh bac hai va tim dugc nhing bang dic biét dé giai
phuong trinh bac ba. Tat nhién, cac hé sé clia phuong trinh
duoc xét déu 1a nhing s6 da cho nhung cach giai clia ngudi
xua chiing t6 rang ho ciing biét dén cac quy tic téng quat.
Trong nén toan hoc ¢d clia ngudi Hi Lap, Ii thuyét phuong
trinh dai s6 dudc phat trién trén co s& hinh hoc, lién quan dén
viéc phat minh ra tinh vé uéc clla mét sé doan théng. Vi luc
d6 ngudi Hi Lap chi biét cac sé nguyén duong va phan sé
duong nén déi véi ho, phuong trinh X =2vo nghiém. Tuy
nhién, phuong trinh d6 lai giai dugc trong pham vi cac doan
thdng vi nghiém cla né la dudng chéo cla hinh vuéng cé
canh bang 1 (don vi dai).

Pén thé ki VII, Ii thuyét phuong trinh bac nhat va bac hai duoc
cac nha toan hoc An D6 phat trién. Phuong phap giai phuong
trinh bac hai bang cach bé sung thanh binh phuong clia mot
nhi thiic 1a mét sang kién clia ngudi An 6. Ngusi An D6 ciing
st dung réng rai cac s6 am. Ho ciing dua vao cac chir sé ma
nay ta goi la chir s6 A Rap véi cach viét theo vi tri clia cac
chir sé.

Dén thé ki XVI, cac nha toan hoc I-ta-li-a 1a Tac-ta-gli-a (N. Tartaglia, 1500 — 1557),
Cac-da-né (G. Cardano, 1501 — 1576) va Fe-ra-ri (L. Ferrar, 1522 — 1565) da giai dugc
cac phuong trinh bac ba va bac bén, tic 1a tim dugc cong thic tinh nghiém cla
phuong trinh qua cac hé sé cla né.

Pén dau thé ki XIX, nha toan hoc A-ben, ngusi Na Uy méi chiing minh dudc rang
khéng thé giai phuong trinh téng quat bac I6n hon bén bing cac phuong tién thuan

tuy dai s6. Sau cling, Ga-loa (nha toan hoc Phap) da giai quyét dudc tron ven van dé

giai cac phuong trinh dai sé6.



HE PHUONG TRINH BAC NHAT
NHIEU AN

Nhac lai rang phitong trinh bdc nhdt hai dn (x va y) 1a phuong trinh dang

ax + by = ¢ (a, b va ¢ 1a nhitng s6 da cho, az + b+ 0). (1)
Ta di biét phuwong trinh (1) ¢é v6 s6 nghiém ; trong mat phang toa doé Oxy,
tap nghiém ctia né dwoc biéu dién bdi mot dudng thang goi 1a dudng thang
ax + by = ¢. Chiing ta cfing di 1Am quen v&i hé phicong trinh bdc nhdt hai dn
va cach giai ching bang phuong phap cong dai s6 hoac phwong phdp thé.

Trong bai nay, chiing ta s€ nghién citu ki hon vé hé phuong trinh b4c nhAt
hai 4n.

1. Hé hai phuong trinh bac nhat hai an

Cho hai phwong trinh bac nhit hai 4n ax + by=c v a'x + b'y = ¢'
(thc 12 a? +h> #0 va a”+b? #0). Khi dé, ta ¢6 hé hai
phuong trinh bdc nhdt hai dn sau

ax+by=c

LR T

ax +by=c.
Moi cdp s6 (xy : yy) dong thoi la nghiém ciia cd hai phicong trinh
trong hé duoc goi la mét nghiém cua hé.

Gidi hé phuong trinh la tim tdt cd cdc nghiém ciia né.

Cac khai niém hé phicong trinh tuwong dwong, hé phuong trinh hé qua ciing
twong tuw nhu d6i véi phuong trinh.

D6i véi hé phuong trinh, ching ta ciing ¢é nhitng phép bién déi twong dirong,
tifc 13 phép bi€n d6i moét hé phwong trinh thanh moét hé phwong trinh khéic
twrong dirong véi né. Bién dbi hé phuong trinh bang cdch 4p dung quy tac cong
dai s6 hodc quy tic th€ ma ta da hoc chinh 1A nhimg phép bi€n déi tuong
duong cac hé phuong trinh.
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H1| Gidi cac hé phuong trinh sau -

= Ix =
2x =5y = -1 —2x+b6y=2 [ :
a : b : €
){x+3y=5; ){x—3y=—2; )1X*%y=é'

e Gia sl (d) 1a dudng thang ax + by = ¢ va (d') 1a dudng thang a'x + b'y = ¢,
Khi dé (h.3.2) :

1) Hé (I) c6 nghiém duy nhit < (d) va (d') cat nhau ;
2) Heé (I) v6 nghiém < (d) va (d') song song véi nhau ;
3) Hé (I) c6 v6 s6 nghiém < (d) va (d') trung nhau.

Yy Y ¥4

d )
An 3

><ﬂ - 4
(4] X Y
o X
P X / /
~ 0 N X
a) b) c)
Hinh 3.2
Giai va bién luan hé hai phuong trinh bac nhat hai an
a) Xay dung cong thiic
Xét hé phuong trinh bac nhat hai 4n
ax + by = ¢ (1)
D¢, , ,
a'x+b'y=c" (2)

— Nhan hai v€ ctia phuong trinh (1) véi b', hai v€ ctia phuong trinh (2) véi —b
roi cong cic vé€ tuong ung, ta dugc

(@b' —a'b)x=ch' - c'b. (3)
— Nhén hai v€ cta phwong trinh (1) véi —a', hai v€ cua phuong trinh (2) véia
roi cong cac v€ tuong ling, ta dugc

(ab'—a'b)yy=ac' - d'c. (4)



— Trong (3) va (4), tadat D= ab' — a'b, D, = ¢b" = ¢'b va D_,‘, = ac - d'c.
Khi d6, ta ¢6 hé phuong trinh hé qua

- Dx=D,

D {D.d'— D,.
Da6i véi hé (1), ta xét cac trudng hop sau day.
1) D# 0, lic nay hé (IT) c6 mét nghiém duy nhat

B Ly
(”r;y)_[?;ﬁj' (5)

Ta thiy déay ciing 1a nghiém cia hé phuong trinh (I).

H2| Hay thir lai rang (5) la mot nghiém cia hé (1) dé khdng dinh két luan trén.

2) D=0, lic nay hé (II) tré thanh
Ox =D,
Oy =D,.
— Néu D, # 0 hoac D}, # 0 thi hé (II) v6 nghiém nén hé (I) vé nghiém.

— Néu D, = D, = 0 thi h¢ (I) ¢6 v6 s6 nghiém. Tuy nhién, muén tim nghiém
cta hé (I), ta phai tr& vé hé (I) (do (II) chi la hé phuong trinh hé qua).

Theo gia thiét, hai s6 a va b khong cling bang 0 nén ta ¢é thé gid sir @ # 0
(truong hop b # 0 ciling giai twong tur). Ta cé

Deghb=agh=0=3 B="u0
a

al
Dy=ac-ac=0=c=—c.

Bdi vay, hé (I) ¢6 thé viét thanh

ax + by =c

4 7'

f—(ax + by) = —c.

a a
Do d6, tip nghiém cua hé (I) trung véi tip nghiém ctia phuong trinh ax + by = ¢
(ta da biét cach giai phuong trinh nay).
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Két qua trén c¢6 theé tém tat nhur sau :

ax + by = ¢ (a2+b2;t0)

a'x+by=c' (a'z—l— b2 % 0)

1) D# 0: Hé c6 modt nghiém duy nhat (x ; y), trong dé
D, D,

\

K= — | V= ——.
D - D
2) D=0:
* D, #0hoac D,# 0 : Hé v6 nghiém.
* D, =D,=0: Hé cé v6 s6 nghiém, tip nghiém cua hé 1a
tip nghiém cua phuong trinh ax + by = c.

b) Thuc hanh giai va bién luin

Trong thue hanh giai va bién luan hé phuong trinh bac nhat hai 4n, dinh thic 1A
mot cong cu dem lai nhiéu thuén tién.

Biéu thitc pg' — p'q, véi p, q, p', ¢ la nhitng s6, dwoc goi la mét dinh thitc cdp
hai va ki hiéu la

P

: (chua y cach tinh
r 4q

=pq —pq).

P X o
PG
Nhu vay, cdc bi€u thicc D, D, va D}_. ma ching ta gap khi giai hé (I) déu la

nhitng dinh thitc cap hai :

a b

GI

e b
g’ b

a e
D=ab' -db= , D, =¢h'=c'h= y D_‘, e

a C

Ta thdy trong mdi dinh thitc trén déu cé hai hang va hai cét.

H3| a) Tim ti thich hop dé€ dién vao ché tréng -

Trong dinh thirc D, cét thir nhat gém cac hé sé cta .. ; cd6t thir hai gébm cac hé
sécla ... .
b) Phét biéu céc céu tuong tu déivéi D, va D, .

Ta c6 thé sir dung dinh thitc dé giai hé phuong trinh bac nhat hai 4n.
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Vi du 1. Giai hé phrong trinh
{5.1’ —2y=9

4x + 3y = 2.

Giai. Ta cé

D—‘S —2‘—5.3—4.(—2)—2%0;

D, = o _2‘ :(—9).3—2.(—2):—23;suyra,r:&
¥ o D
b= _9:5.2—4.(—9):46:suyrav:&:2.
v 4 ' D

Viy hé phurong trinh ¢6 mét nghiém duy nhat (x; y) = (-1 ; 2).

H4| Bang dinh thire, gidi hé phuong trinh

2x-3y=13
Tx+4y=2.

Vi du 2. Giai va bién luan hé phurong trinh
mx+y=m+ 1
{x + my = 2.
Giai. Trurde hét, ta tinh cdc dinh thirc

m 2
D= =m —1=(m-1)(m+1);
1l m
m+1 1 )
D= =m " +m-2=(m-1)(m+2);
: 2 m
m m+1
D,.,: zf??—l.
: | 2

Ta phai xét cac trudong hop sau :
1)D#0, tic lam#+1.Tacod

D, (m-1)(m+2) m+2
T m-Dm+1) m+1"
o D_v B m—1 1
= D (m—1(m+1) T m4+1

nr+2. | ]

Hé ¢6 moét nghiém duy nhat (x ; y) = :
m+1 m+1

—1:
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2) D=0, tic lam = 1 hoac m =-1.

- ~ ~ ? ~ X + -}: - 2 ”
~Néum=1thiD=D =D, = 0vahé tré thanh Tacéd
' ' x+y=2
xX+y=2 xeR
Sx+y=2&
X+ y=72 Y =X

— Néu m =—1 thi D= 0, nhung D, # 0 nén hé v6é nghiém.

Két ludn :

m+2. | ]
m+1"m+1)’

Véim#+1, hé c6 nghiém duy nhat (x; y) = [
Véim=-1, hé vé nghiém ;
Véim =1, hé cé vo s6 nghiém (x ; y) tinh theo cong thirc

xeR
y=2-x.

Vi du vé giai hé phuong trinh bac nhat ba an

Hé ba phuong trinh bédc nhdt ba dn c6 dang téng quat 13
a\x + by + ¢z = d
aHrx +byy+ ¢z = d,
asx + byy + 3z = dj,

trong dé cdc hé sé clia ba 4n x, y, z trong mdi phwong trinh clia hé khong déng

thdi bang 0.

Giai hé phuong trinh trén 14 tim tit ca cic bé ba sé (x ; y ; z) dong thoi nghiém

ding ca ba phwong trinh cia hé.

Vi du 3. Giai hé phuong trinh (tite 1a tim tit ca cidc nghiém chung cua cic

phuong trinh trong hé)
x4 Yy z= 2

() § x+2y+3z

2%+ ¥4+3z

1
|

Cach giai. T (6) ta c6
F=3—x— ¥,

(6)
(7
(8)

(9)



Thay thé€ z trong (9) vao (7) va (8), ta duoc
x+ 2p+32 -x2—¥= 1 @x+y=5;
2X+y+32-x-N=-1x+2y=1,
Ta thu dwoe hé phuong trinh bac nhat hai 4n quen thude

HS
hé (III).

2x+y=235
(IV)
x+2y=1

|

Gidi tiép hé (IV) dé tim x va y r6i thé vao (9) dé€ tim z va két luan vé nghiém cia

Nhdn xét. Qua vi du trén, ta thiy : Nguyén tac chung dé gidi cidc hé phwong
trinh nhiéu an 13 kit bor dn dé quy vé giai cidc phwong trinh hay hé phuwong
trinh cé s6 4n it hon. Dé khir b6t 4n, ta ciing c6 thé dung cic phuong phéap
cong dai s6 hay phuong phdp thé giéng nhu déi véi hé phuong trinh hai 4n.

H6

Giai hé phuong trinh

2x4+3y-3z=13
4x -2y —-3z=3

—x+2y+4z=-1.

Cau hai va hai tap

Cho mét hé hai phuong trinh hai 4n. Biét rang phuong trinh thit hai trong hé

nghiém ding véi moi gid tri ctia cdc An. Hiy chon khang dinh ding trong céc
khang dinh sau :
(A) Hé di cho nghiém ding v6i moi gia tri clia céc 4n ;
(B) Hé da cho v6 nghi€ém ;
(C) Tap nghiém cua hé di cho trung véi tip nghiém cua phuong trinh thi nhét ;
(D) Ca ba khang dinh trén déu sai.

31. Bang dinh thife, gidi cdc hé phwrong trinh :

Sx -4y=3

a) b)
Tx -9y =8;

32. Giai cdc hé phuong trinh :

5 + : =3
x v-=1

a) 5 ) 5 b)
o N =4
x y-1

\Er — \Ey = -1
EZ\/E..I’ + w,/gy 0.
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33. Giai va bién luan céc hé phurong trinh :
2) {x —my =10 b) {2::1,\’ +3y=35
mx—-y=m+1; (@a+1)x +y=0.
34. Giai hé phwong trinh sau (cé thé diing may tinh bé tii dé€ ki€m tra két qua —
Xem bai doc thém trang 94) :
x+ y+z=11
2x— y+z=23
3x + 2y+z = 24,
35. Hinh 3.3 cho mét mach dién kin.

Biét R, = 0,25 Q, R, = 0,36 Q, L —
Ry=045Qva U=06V.Goil, — R,
I

l1a cudng do dong dién cta mach

: o I i 3 & I
chinh, 7, va I 1a cudng d6 dong —:'—

dién cla hai mach r&. Tinh I,, I, s
va Iy (chinh xdc dén hang
b G U
phan tram). A
1
Hucong dan. Iy, I, va Iy 1a nghiém Hlmh ;3

ctia hé phuong trinh

R|I| + RQI’Z = i

/ GIAI HE PHUONG TRINH BAC NHAT
" BANG MAY TINH CASIO fx - 500Ms

May tinh CASIO fi - SOOMS c6 thé giup ta im nghiém ding ho3c nghiém gan ding
(véi chin chir s6 thap phan) clia hé phuong trinh bac nhat véi cac hé sé bang sé.

1. Hé hai phuong trinh bac nhat hai an

Pé giai hé phuong trinh

ax+by=c¢
a X +byy=1c,,
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ta phai vao chuong frinh tudng Ung béng cach an lién ti€p cac phim [MODE| [MODE|
. Sau d6, nhap ting hé sé a,, b, ¢, a,, b,, ¢, bang cach an phim tuong (ng

v8i mdi hé sé dé va phim [=].
Vi du 1. Gidi hé phuong trinh
J’3.\'+_‘.‘ =11
|50 -4y =-10.
Ta an lan luct cac phim sau :

IMODE| [MoDE| [1] 2l 3= 1 [F 1 [ 5 [F [O)] 4 E [O)] 10 [E

Khi d6, rén man hinh xudt hién x = 2. An tiép phim [=], trén man hinh xuat hién y = 5.
Nhu vay, hé phuong trinh c6 nghiém duy nhétla (x; y) = (2 ; 3). 0O

Vi du 2. Giai hé phuong trinh
2x-3y=3
3x+4y=8.
Ta an lan luct cac phim sau :

[MODE| [MODE| [1] [2] 2 [z] [©)] 5[zl 3 =] 3 [5] 4 [=] 8 [

Khi d6, trén man hinh xuét hién x = 2.260 869 565. D& fim gia tri clia x dudi dang phan

s@, ta &n tiép hai phim [SHIFT||d/c|, ta dugc x = % An tiép phim [, trén man

hinh xuat hién y = 0.304 347 826. Khi 4n tiép hai phim [SHIFT| [d/c|, ta dugc y = 27—3
Nhu vay, hé phuong trinh cé nghiém duy nhat la (x;y)= [;—i%} va nghiém gan
ding véi chin chir s6 thap phan cla hé phuong trinh d6 la
x = 2,260 869 565 .
v= 0,304 347 826.

Vi du 3. Gidi hé phuong trinh
5x+23y =7
-x+3,43y =1J5.

Ta an |an luct cac phim sau :

[MODE| [MODE| 1] [2] 5 [=] 2 |V |3 [5] 7 [5] [0)] 1 [5] 543 [5] 15 [2]

Khi @6, trén man hinh xuét hién x = —0.455722 15. An ti€p phim [=], trén man hinh

xuat hién vy = 2.678 504 208. Nhu vay, hé phuong trinh ¢ nghiém duy nhat va nghiém
gan dung véi chin chir s& thap phan cla hé phuong trinh d6 1a

x=—0,45572215
v=2,678504208.

O
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36.

96

Chu y rang hé phuong trinh trén khéng cé nghiém hiu ti. Do dé, sau khi c6 gia tri
gan ding x = -045572215 (hoic y = 2,678504208), néu ta 4n ti€p hai phim
ISHIFT| [d/c]| thi trén man hinh van chi c6 gia tri gan dung dé6 ma théi.

Vi du 4. Giai hé phuong trinh
4x+3y=8
—2.\'—3_1-'= o
2

Ta 4n lan lugt cac phim sau :

[MODE] [MODE] 1] [2] 4[] 3 [5] 8 [5] [©)] 2 [F] [(0)] 3 |abre| 2 [5] 5[]
Khi dé, trén man hinh xuét hién Math ERROR. Diéu dé cé nghia la hé phuong trinh
vo nghiém hodc v6 dinh. O

Pé xoa Math ERROR, ta &n phim [AC].

2. Hé ba phuong trinh bac nhatba an
Pé giai hé phuong trinh

ax+h y+cz=d,

ayx +b,y+c,z = d,

ayx +byy +oyz=dy,
ta phdi vao chuong trinh tuong (ng bang cach an lién tiép cac phim
[MODE| [MODE] [1] [3]. Sau dé, viéc nhap ting hé s6 a,, by, ¢y, dy, @y, by, 5, dy, as,
by, ¢35, dy cling giéng nhu déi véi hé phuong trinh bac nhat hai an.
Hay giai hé phuong trinh sau va déi chiéu két qua thu duogc véi dap sé :

[2_1' ~5y+3z=7
3x+4y-8z=9
1—.:‘ +2y—4z=3.

, 317 74
Bap 8 iyid= | S0 s
P e (5 7 35]

Luyén tap

Cho mét hé hai phuong trinh hai 4n. Biét rang phuong trinh thit hai trong hé
v6 nghiém. Hiy chon khang dinh ding trong cdc khang dinh sau :

(A) Hé di cho nghiém diing véi moi gi4 tri clia cdc an ;

(B) Hé da cho v6 nghiém ;

(C) Tap nghiém ctia hé di cho trung véi tip nghiém cia phuong trinh thit nhét ;
(D) Ca ba khang dinh trén déu sai.



37. Tim nghiém gan ding cua cdc hé phuong trinh sau (chinh xdc dén hang
phan tram, c6 thé diing mdy tinh bo tdi) :

\ J3x—y=1 ’ dx+ (B -Dy=1
a
Sx +2y =43 ; W3+ Dx+3y= 5.

38. Mot miéng dat hinh chit nhat ¢6 chu vi 2p (mét). Néu md rong miéng dat
dé bang cich ting mot canh thém 3 m va canh kia thém 2 m thi dién tich
miéng dat tang thém 246 m’. Tinh céc kich thude cia miéng dat dé (bién luin
theo p).

39. Giai va bién luén cic hé phuong trinh :

X+ my=1 mx +y=4-m
a) R b) .
mx —3my=2m+3,; 2x +(m - 1)y = m.

40. V&i gia tri nao cua a thi méi hé phwong trinh sau c6 nghiém ?
(a+Dx—-y=a+1 . (a+ 2)x 43y =3a+9
xX+(a-1y=2; x+(a+4)y=2.

41. Tim tét ca cac cap s6 nguyén (a ; b) sao cho hé phuong trinh sau vé nghiém :

ax+y =2
6x + by = 4.
42. Cho hai dudng thang (d;) : x+my=3 v (d,) : mx+ 4y = 6. Véi gid tri ndo

cua m thi :
a) Hai dudng thang cat nhau ?

b) Hai dwong thiang song song véi nhau ?

¢) Hai dudng thang tring nhau ?

Giai hé phuong trinh (c6 thé ding may tinh bd tii dé kiém tra két qua)
xX-y+z=17
x+y-z=1

-x+y+z =3,

. Bai toan may bom mioc

Mot gia dinh muén mua mot chi€éc may bom nuée. C6 hai loai véi cung luu
lrong nuwde bom duge trong mot gid ; loai thi nhat gia 1,5 triéu déng, loai thir
hai gi4 2 triéu déng. Tuy nhién, n€u ding may bom loai thit nhat thi méi gid
tién dién phai tra 1a 1200 déng, trong khi ding miy bom loai thif hai thi chi
phai tra 1000 déng cho mébi gid bom.
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Ki hiéu f{x) va g(x) 14n luot 14 s6 tién (tinh bang nghin déng) phai tra khi str
dung mdy bom loai thit nhat va loai thit hai trong x gid (bao gém tién dién va
tién mua may bom).

a) Hiy biéu dién f(x) va g(x) duéi dang cdc bi€u thifc ctia x.

b) V& d6 thi clia hai ham s6 y = f(x) va y = g(x) trén cling mot mat phang
toa do.

c¢) Xdc dinh toa do giao di€ém clia hai dé thi 4y. Hiy phén tich ¥ nghia kinh t&
chia giao di€ém dé.

MOT SO VI DU VE
HE PHUONG TRINH BAC HAI HAI AN

DéE giai mot hé phuwong trinh bac hai véi hai 4n, ta ciing thudng ding cdc
phuong phap quen thudée nhw phwong phap thé, phwong phip cong dai s6 va
phuong phép dat 4n phu. Tét nhién, viéc chon phuong phap nio phu thuée vao
cdc phuong trinh cu thé. Sau day 14 mot sé vi du don gian.

Vi du 1. Giai hé phuong trinh

o x+2y=35
x* 3 2y*— Dy =3.

Cdch giai. Dung phuong phip thé, tinh x theo y tir phuong trinh thit nhat réi
thé vao phuong trinh thit hai, ta duoc

(I ) ‘_1'25—2);
¥ 110y% -30y+20= 0.

H1| Giai tiép hé (1a) réi suy ra nghiém cta hé (I).

Vi du 2. Giai hé phuong trinh

(II) s xypry” =d
xy+x+y=2.



Cdch giai. Ta ¢6 nhin xét rang v€ trai cia moi phuong trinh trong hé da cho 14

mot biéu thite d6i xing d6i véi x va y (nghia 13 : Khi thay thé x bdi y va y bdi x

thi biéu thitc khéng thay déi). Trong trudng hop nay, ta ding cich dat 4n phu
S=x+y va P=xy.

Khi do, .1‘2 +xy+ _‘,:2 = (x + y)2 —xy= 82 - P.

Do dé, tir hé (II), ta c6 hé phuong trinh (4nla S va P)

1872 _P: 4
S+P=2.

= e ~ 5 # . 2 5 -S': _3 w ‘s: 2
Dé thay hé nay cé hai nghiém la {P Y {P 0.

Do dé

x+y=2

X+y=-
i = el {_w = xy= 0.

hoac (IIb) {

o

H2| Giéi hai hé phuong trinh (11a) va (1Ib) roi két luan vé nghiém caa (11).

Vi du 3. Giai hé phuong trinh

e
(II0) {12 2x=y

y —=2y=x.
Cdch giai. Ta c6 nhan xét : Trong hé (III), n€u thay thé déng thdi x boi yva y
badi x thi phwong trinh thir nhat bién thanh phwong trinh thi hai va nguoc lai,

phuong trinh thi hai bién thanh phwong trinh thit nhat.

Déi véi hé phuong trinh ¢6 tinh chat dé, ta thudng giai bang cich trir timg vé
hai phwong trinh trong hé. Cu thé, d6i véi hé (III) ta trir timg v€ hai phuong
trinh trong hé va duoc

0=y = 2x-y)=—(x-y) & (x—y)x+y-1)=0
<& x— y=0 hodicx+y-1=0.
Do do

X x+y—-1=0

: x2dx=y.

(1) < (IIIa){
x“-2x=y

hoac (IIIb) {

Ta chi con phai giai hai hé (IITa) va (IIIb) ma ta da biét cach giai.

H3| Gidi cac hé phuong trinh (1a) va (I1Ib) r6i suy ra nghiém cda hé (I11).
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46.

47.

48.

49.

100

trong bén nghiém do la (2 ; 2) va [

H4| cho hé phuong trinh {

CHU Y
1) Cic hé phrong trinh ¢6 tinh chét nhu trong hai vi du 2 va 3 dwroc
goi chung 12 hé phitong trinh déi xitng (d6i véi hai 4n),

2) Néu mot hé phicong trinh doéi xitng c¢6 nghiém la (a ; b) thi no
ciing co nghiém la (b ; a). Nhan xét nay rat hiru ich khi gap cdc bai
todn vé hé phuong trinh d6i xdang.

2x2 4 y=5x

Biét rang hé da cho c6 bén nghiém va hai
2_1-'2 +x=Jy.

3+2J§ ; 3—;/3]

. Tim cac nghiém con lai ma khéng

can bién doi hé phuong trinh. Hay néu ré céch tim.

Cau hoi va hai tap
. Giai cac hé phuong trinh :
) x-y=2 b) x2—5xy+y* =17
a . .
Pryt=164; 2x+y=1.

Giai cdc hé phuong trinh :
2 hyE L xty= 2y xty= #2 By
o {.1 +y +x+y=8 b) {.x +y —x+y=2 & )

XY+ x+y=3;

xXy+x—y=-1; y—Sy=0x

Tim quan hé giita § va P d€ hé phwong trinh sau cé nghiém :
x+y=S§
xy=F2,
(S va P 1a hai s6 cho trude).
Giai cac hé phuong trinh :
5 {1‘2 +y% =208 " {.&‘2 —y? =55
xy =96 ; xy=24.

Tim ham s6 bac hai y = f{x) thoa min déng thdi cdc diéu kién sau :
1) Parabol y = f{x) cat truc tung tai diém (0 ; —4).
2)f(2)=6.

3) Phuwong trinh f{x) = 0 ¢6 hai nghiém va hiéu gitta nghiém 16n va nghiém nho

bang 5.



50.
S1.

wn
L2

53.

54.

585.

36.

S

. Hé phuong trinh dang {

Cau hoi va bai tap on tap chuong I

Phirong trinh dang ax + b = 0 ¢6 thé cé nghiém trong cdc trudng hop nao ?

Gia sir ba phuong trinh flx)g(x) = 0, filx) = 0 va g(x) = 0 (véi cung tap xdc

dinh) c6 cdc tap nghiém lan lugt 1a §, S, va §,. Hay chon két luan ding trong

hai két luan sau :

3) S = ;s'l ﬁ LSTQ ; b) Sz ﬁ;l l\.a'l LSTQ.

ax+by=c ; .
T (@b £ 0vaa” + b7 #0) c6 thé c6

a'x+b'y=c

nghiém trong cac truong hop nao ?

ax+y= ”2

Ap dung. Tim a dé hé phuong trinh { c6 nghiém.

X+ ay=
Biét rang phuong trinh bac hai ax® + by + ¢ =0 cé mot nghiém kép xy. Hay
chon ménh dé ding trong cic ménh dé sau :

(A) Tam thire bac hai fix) = ax’ + bx + ¢ luén c6 thé viet dudi dang binh
phuong cta mét nhi thite bac nhét ;

(B) Parabol y = ax’ + bx + ¢ luén ¢6 dinh thudc truc hoanh ;

(C) Phuong trinh ex?+ by + a=0 luén c6 moét nghiém kép la —-
X

Giai va bién luan phuong trinh m(mx — 1) =x + 1.

Cho phuong trinh p(x + 1) — 2x = p2 + p—4. Tim céc gia tri cha p dé :
a) Phuong trinh dé nhan 1 1a nghiém ;

b) Phuong trinh dé ¢6 nghiém ;

c¢) Phurong trinh d6 vé nghiém.

Ba canh ctia m6t tam gidc vuéng cé do dai 1a ba s6 tir nhién lién tiép. Tim ba
s@ do.

Cho phuong trinh (m — 1)Jr2 +2x—-1=0.

a) Giai va bién luan phuong trinh da cho.

b) Tim céc gid tri ctia m sao cho phuong trinh dé ¢é hai nghiém trai diu.

c¢) Tim céc gi4 tri ctia m sao cho téng cdc binh phwong hai nghiém clia phuwong
trinh dé bang 1.
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Véi gia tri nao cha « thi hai phwong trinh sau ¢6 nghiém chung ?
Ptx+a=0 va x*+ax+1=0.
Cho cac phuong trinh :
FC+3x—m+1=0, (1) 2 —x+1-2p=0. (2)
a) Bién luan s6 nghiém ctia méi phwong trinh di cho bang dé thi.
b) Kiém tra lai két qua trén bang phép tinh.
Giai cdc hé phrong trinh :
5 {rz byt bay=7 b) {Z(IJr y)? - xy=1
X+ ;.-’2 —xy=3; x2y+ ..ryz =0.
Giai va bién luin ciac hé phuwong trinh

mx+3y=m-1 b) dx+(a-2)y=a
2x+(m-1)y=3; (a+3)x+(a+3)y=2a.

. Giai va bién luin cdc hé phuong trinh :

x+y=4 3x-2y=1
a) b) 2 2

Xy=m ; X7 Y= n.

Tim a, b va ¢ dé parabol y = m‘z + bx + ¢ ¢6 dinh 1a diém I(1 : —4) va di qua
diém M(2 ; —-3). Hiy v€& parabol nhan duoc.

Cho tam gidc ABC ¢6 BC = a, CA = b va AB = ¢. Ldy mot diém M & giita B
va C. Qua M, ta ké cdc dudng thang ME vi MF lan luot song song véi céc
canh AC va AB (E € AB, F € AC). Hoi phai ldy diém M c4ch B bao nhiéu dé
ME + MF = [ (I 1a d6 dai cho truéce) ? Bién ludn theo /, a, b va c.



BAT BANG THUT vA

Chuong Zglr BAT PHUONG TRINH
X -0 X X, 4+
y=fix) -0+ 0 -

Bét déding thiic va bt phuang trinh Ia nhing khai niém ma
ching ta dé 1am quen § I6p dudi. Chuong nay sé hoan thién
hon céc khéi nidm dd, déng théi cung cdp cho ¢hing ta nhing
kién thiic mdi nhu vén dé xét ddu ctia nhj thic bac nhat va dau
clia tam thic bac hai. Ching cé nhiéu ting dung quan trong trong
viéc gidi va bién luan cac phuong trinh va bat phuong trinh.
Chang ta cin nam viing cac kin thie d6, déng thdi rén luyén
ki néing 4p dung ching dé gidi cac bai toan frong khudn khd
cta chuong trinh,
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BAT PANG THU/C ,
§ VA CHUNG MINH BAT PANG THUC

1. On tap va bo sung tinh chat cia bat dang thiic

Gia str @ va b 1a hai s6 thuc. Cic ménh dé "a > b", "a < b", "a > b", "a < b"
duoc goi 1a nhitng hdt ddng thitc.

Ciing nhu cdc ménh dé 16gic khdc, mot bt dang thiic cé thé diing hoac sai.
Chitng minh mét bt dang thiic 13 ching minh bat dang thite dé diing.

Duéi day 12 mot s& tinh chat da bi€t ctia bat dang thiic.

a>b va b>c =>a>c
a>b& a+e>b+ce
Néuc>0thia >b < ac>be.
Néuc<0thia>h<ac<be.

Tu d6 ta ¢6 cac hé qua sau :

a>b vac>d=>a+c>h+d;
a+c>b&a>bh--c;
a>b>20 vae>d>0= ac>bhd;

a>h>0 vineN*=4d">b";

u>b3_>0<:>\/g>s/3;
a>h¢>§’f§>%/!;.

Vidu 1. Khéng dung bang s6 hoac mdy tinh, hay so sinh hai s& J2 + 3 vas.
Gidi. Gia st 2 + 3 <3. Do hai v& clia bat dang thitc dé déu duong nén
V2+3<30 W2 +43)72<905+246<9
& W6 <46 <20 6<4,v01i0

Vay V2 +43 >3 O
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Néu A, B 1a nhitng biéu thiic chita bién thi "A > B" 12 mot ménh dé chita bién.
Chitng minh bat dang thitc A > B (v6i diéu kién ndo dé cia cdc bién), nghia 13
chitng minh ménh dé chia bi€n A > B ding v&i tit ca cdc gid tri cia céc bién
(thoa méan diéu kién do).

Tir nay, ta quy ude : Khi néi ta c¢é bat dang thitc A > B (trong dé6 A va B 1a
nhitng biéu thic chita bi€n) ma khong néu diéu kién déi véi cdc bién thi ta

hi€u rang bit dang thiic dé xay ra véi moi gid tri clia bi€n thuoc R.
Vi du 2. Chitng minh ring x* > 2(x—1).
Gidi. x* >2(x-1) & x*>2x-2& x> -2x+2>0

& X2 -2x+1+150 & (x=D)2+1>0.

Hién nhién (x — 1) + 1 > 0 véi moi.x nén ta cé bat dang thitc cin chitng minh. [

Vi du 3. Chitng minh rang néu a, b, ¢ 14 d6 dai ba canh ctia mét tam giéc thi
(b+c—-a)c+a-b)a+b-c)<abc.

Gidi. Ta cé céc bat dang thiic hién nhién sau :

2> d—(b-c)’=(a-b+c)a+b=0)

Br>b —(c—a)f=(b-c+a)b+c—a)
('2202—(0—&')2:(c—a+b)(c+a—h).

Do a, b, ¢ 1a d6 dai ba canh cia mét tam gidc nén tit ca cac vé€ cua cdc bat
dang thic trén déu duwong. Nhan céc v€ twong ing ctia ba bat dang thiic trén,
ta duoc

a*h?c? > (b+c- a)z(c +a- b)z(a +b - i')z.

LAy can bac hai clia hai v€, ta duoc bat dang thiic cin chitng minh. n

Bat dang thiic vé gia tri tuyét doi

Tur dinh nghia gia tri tuyét doi, ta suy ra cdc tinh chat sau day.

—|a| < a<|a|lvéimoia e R.
x|<a<>-a<x<a(véia>0).
x| >a<> x<—-ahodcx>a(véia>0).
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Sau day 14 hai bat dang thiic quan trong khdc vé gid tri tuyét déi (viét dudi
dang bat dang thiic kép).

lal = |b| < |a + b| <|a|+ |b| (v61 mol a, b € R).

Ta chitng minh bat dang thiic |a+b| < |a| + |b | That vay
|a+b| s |a| + |b| & (a+ h)zg a”+ 2|ab| + b?
= u2+2uh+b2§a2+2|ab| +b* & ab < |ab|.

Bit dang thitc cudi ciing ludén diing nén ta cé bat dang thitc cin chitng minh.

H1| Sir dung bét dang thic vita chitng minh va dang thirc |a| = |a + b+ (-b)| d&
chimg minh bat dng thue |a ||| <|a+b].

Bit dang thic giiia trung binh céng va trung binh nhan'"
a) P6i v6i hai s6 khéong am

Ta da biét

1a trung binh c6éng cta hai s6 a va b. Khi @ va b khéng 4m

thi v/ab goila trung binh nhan cua chiing. Ta cé dinh 1i sau day.

DINH LI

Véimoia=0,bh=0tacd
a;rb > +Jab.

Dang thiic xay ra khi va chi khi a = b.

Noéi cach khéc, trung binh céng cia hai s6 khéng am lén hon hodc bang trung
binh nhdn cua chiing. Trung binh céng cia hai s6 khéng am bang trung binh

nhdn ciia ching khi va chi khi hai s6 dé bdang nhau.

(1) Nguoi ta con goi la bat dﬁng thic Co-si (Augustin-Louis Cauchy, 1789 — 1857).
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Chitng minh. V61 a=0,bh =0, ta co

a;—b —M:%((Hrb—Q\/E) :%(JE_JE)Q 20

Do dé
a;rb > b
Dang thitc xay ra khi va chi khi (\/_ - \/J;)2 =0,tclaa=b. 0

H2| Trong hinh 4.1, cho AH = a, BH = h. Hay tinh
cac doan OD va HC theo a va b. Tl do suy ra béat
dang thure giita trung binh céng va trung binh nhéan
ctiaa vabh.

A

Vi du 4. Chiing minh rang néu a, b, ¢ 13 ba s6
duong bét ki thi

a+b b+c c+a
+ +

> 6.
c a b
Giai. Ta cb Hinh 4.1
a+b b+ec c¢c+a a b b ¢ ¢ a
-+ + =t — =t —F =+ =
c a b c ¢ a a b b
a b b ¢ c a
=| == |+ =t | + | —+—
b a c b a ¢
) E£+2 ’£.£+2’EE=6 0
b a c b a c
HE QUA

Néu hai s6 duong thay doi nhieng cé téng khéng doi thi tich cua
chiing lom nhdt khi va chi khi hai s6 dé bang nhau.
Néu hai sé6 dwong thay doi nhieng cé tich khéng doéi thi téng ciia
chiing nho nhdt khi va chi khi hai s6 dé bang nhau.

Chitng minh. Gia st hai s6 duong x va y ¢6 téng x + y= 8 khong déi. Khi do,

V2
S _x’—'— ¥ LS ) - a . 5 7 .
E - 2" > AJxy nén xy < T Pang thie xay ra khi va chi khi x = y.

2
Do d6, tich xy dat gia tri 16n nhat bang T khi va chi khi x = y.
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Gia sir hai s6 dwong x va y ¢é tich xy = P khéng déi. Khi dé

Xy 2 Jr_y = P nén x+y>2JP.

2
Dang thitc xay ra khi va chi khi x = y. Do d6, téng x + y dat gid tri nhd nhat
bing 2+/P khi va chi khix = y. O
UNG DUNG

Trong tdt ca cdc hinh chit nhat ¢é cing chu vi, hinh vuéng cé dién
tich lén nhdt.

Trong tdt ca cdac hinh chit nhat ¢é cung dién tich, hinh vuong cé
chu vi nho nhdt.

/ . . 2 a* > ~ . 3 s
Vi du 5. Tim gia tri nho nhét cua ham s6 filx) = x+ — véix > 0.
x

; 3 ’ 3 4
Giai. Dox>0néntacd fix)=x+ — 22, /x.— = 243 va
x

X

=23 S x=> S x=A.

X

Vay gia tri nhod nhét ctia ham s6 flx) = x + 2 voix>01af (\E) = 23.
x

b) P6i vé6i ba s6 khong Am

Y 1eq GFb+e . \ . . 3 .
Ta da biét - 1a trung binh c6ng cha ba s6 a, b, ¢. Ta goi Jabc 13
trung binh nhan cta ba s& dé. Ngudi ta cing ching minh dwoc két qua twrong
tu dinh 1i trén cho trudong hop ba s6 khéng am.

Véimoia=0,h>0,c=0,tacd

a+b+c »
—_— aJ“!' abc.

3
DPang thitc xay ra khivachikhia=b=c.

Néi cdch khic, trung binh céng cua ba sé khéng am lén hon hode bing trung
binh nhdn cua chiing. Trung binh céng ciia ba sé khéng dm bdang trung binh
nhdn ciia chiing khi va chi khi ba sé"dé bang nhau.
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Vi du 6. Chitng minh rang néu a, b, ¢ 1a ba s6 duong thi

(a+ b+ c) (l+l+l] >9,

a b ¢
Khi ndo xay ra dang thic ?
Giai. Vi a, b, ¢ 1a ba s6 duong nén

a+b+c >3abe (dang thitc xay ra khiva chikhia=h=c)va

Dk ol 5 3 /% (dging thitc xay ra khi va chi khi e l].
anc

a b c a b c

Do dé (a+b+c) [l+%+l] > 3xfabe 33 L =0,
c

a abe
a=b=¢
Dang thitc xdy rakhivachikhi<1 1 1
a b ¢
Viy dang thitc x4y ra khi va chi khia= b= c. O

H3| Phat biéu két qua tuong tu hé qua d phan a) cho trudng hop ba sé duong.

Cau hai va hai tap

Chirng minh rang, néu a > b va ab > 0 thi — < —,
a

Chitng minh rang nira chu vi cia mét tam gidc 16n hon dé dai méi canh ctia tam
giac dé.

Ching minh ring a” + b? + ¢?

> ab + bc + ca véi moi s6 thue a, b, c.
Pang thite xay ra khiva chikhi a = b = ¢,
Hay so sanh cdc két qua sau day :

a) V2000 + +/2005 vi +/2002 + +/2003 (khéng dung bang s6 hoac may tinh) ;

b) Wa +2 ++a+4 vﬁ\/g+~ja+6 (a = 0).
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11.

12.

13.
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s L, 1 4
Chirng minh rang, n€éu ¢ >0va b > 0thi —+ — > ;
a b a+b

Chitng minh rang, néu a =0 va b > 0 thi a’> + b > ab(a +b). DPang thitc

xay ra khi nao ?
a) Chitng minh rang a® + ab + b* > 0 véi moi sé thue a, b.
b) Chitng minh rang véi hai s6 thuc a, b tuy ¥, ta ¢ a* £B° B bE AR,
Chitng minh rang, néu a, b, ¢ 1a d6 dai cic canh cia mot tam gic thi
a’ +b* + % < 2(ab + be + ca).
Chirng minh rang, n€u @ = 0va b = 0 thi

a+b a*+ b? @+ b
» = :

2 g2 7

P ; s e, . X /
a) Chimg minh rang, néu x = y = 0 thi O
G o SO

la-b| __ld gt b
1+ la=b| 1+|a| 1+

b) Chitng minh rang d6i véi hai s6 tuy v a, b, ta cé

Ching minh rang :

, -y . .. a b
a) Néu a, b 1a hai s6 cung dau thi —=+=—2>2 ;
a

, o s e e s B ) ,
b) Néu a, b la hai s6 trai dau thi —+—< -2,
a

Tim gid tri 16n nhat va gid tri nhd nhat ctia ham s6 f(x)= (x+3)(5—x) véi

“ALr <N

Tim gia tri nho nhét cia hAm s6 f(x)= x+ véi x>1.
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/ BAT DANG THUC BU-NHI-A-COP-XKI(M

1. Bat dang thirc Bu-nhi-a-cop-xki ddi véi hai cap sé thuc

Véi hai cap sé thuc (a,b) va (x,y) ta cb
(ax +by)> < @+ b + D).

Déng thirc xay ra khi va chi khi ay = bx.
Chimg minh.

Dé dang ching minh ding thirc sau :
(ax + I:-_v)z + (ay — h.\')z .. (u2 + 4’:-2)(.‘{2 + _\2).
Mat khac, do (ay - hx)” = 0 nén

(ax + .-'J_v)z + (ay — .-'J_'.')Z Z (ax + h}-‘)z.

Tur d6 suy ra bat déng thitc can chimg minh.

PAng thic xay ra khi va chi khi ay — by = 0, tlc 1a ay = bx.

Chd y. Khi xy # 0, diéu kién ay = by con duoc viét dusi dang < = —.
X

b

v

2. Bat ding thitc Bu-nhi-a-cop-xki d6i véi hai bd ba sé thurc

C6 thé chiing minh két qua sau :
Véi hai bé ba sé thuc (a|, as, a3),( by, by, b3), ta cd

(a\h| +ash,y + a3h3)2 < (u]2 + a

2
2

+ a3 )b} + b7 + b3).

dy

N&u b, b, by # 0 thi d&ng thitc x3y ra khi va chikhi - = 22 = 3.

hl .-'}2 h3

Vi du. Chimg minh rang néu a” + 2b” + 9¢> = 3 thi a + 2b + 9¢ < 6.

Gidi Tacd (a+2b+9¢)% = (a.1 + ¥2b.42 +3¢3)°<

<+ W2 02+ G111+ W2)2 +37] = 12 (a® + 267+ 9¢?) = 36.

Vivay a+2b+9c¢<6.

(1) Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804 — 1889), nha toan hoc Nga.
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19;
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Luyén tap

Chitng minh rang néu a, b, ¢ 14 ba s6 duong thi

M6t khach hang dén mét cira hang ban hoa qua mua 2 kg cam da yéu cau
can hai lan. Lan dau, ngudi ban hang dat qua can | kg 1én dia can bén phai
va dat cam lén dia cAn bén trai cho dén khi cAn thang bang va l4n sau, dat
qua can 1 kg 1én dia can bén trai va dat cam lén dia cian bén phai cho dén khi
can thang bang. N€u cédi can dia dé khéng chinh xdc (do hai cdnh tay don
dai, ngan khdc nhau) nhung qua can la ding 1 kg thi khdch hing cé mua
duge ding 2 kg cam hay khéng ? Vi sao ?

Chitng minh rang véi moi s6 nguyén duong n, ta c6 :

1 1 1 1
a) + + + . t—<1;

1.2 23 34 n(n+1)
Huéng dan. Vit N = T . . N = % l,

1.2 2 23 2 3

1 | 1 1
b) —+ —+—+ ...+ — < 2.

? e n’
Tim gid tri 16n nhat va gid tri nhd nhat cia biéu thire

A=~fx—1++4-x.
Ching minh rang véi moi s6 thue a, b va ¢, ta ¢6

(@a+b+c) <3a® +b% + )

> abed.

4
e ; o [a+b+c+d
Chimg minh rang néu a, b, ¢, d 1a bén s6 khéng am thi [ ]

. Chitng minh rang :

a) Neu x2 + y2 =1 thi |.r+y|£\/§ . b) Néu 4x - 3y = 15thi x* + y* > 9.



PAI CUONG VE BAT PHUONG TRINH

1. Khai ni¢ém bat phuong trinh mot an

DINH NGHIA

Cho hai ham 56’y = fix) va y = g(x) cé tdp xdc dinh lan luot la 9D,
va D,. Ddt D= Dy D,

Ménh dé chita bién c¢é6 mot trong cdc dang fix) < gx),
fix) > g(x), fix) < gx), fix) = g(x) duwoc goi la bdt phuong trinh
mét dn ; x goi la dn s6 (hay an) va D goi la tap xdc dinh ciia
bdt phirong trinh dé.

S6'xy € D goi la mor nghiém ciia bdt phicong trinh f(x) < g(x)

néu fixg) < g(xo) la ménh dé diing.

Khai niém "nghiém" ciing duoc dinh nghia twong tur cho cic bét phuong trinh dang
flx) > g(x), flx) < glx) va flx) 2 g(x).

Giai mét bdt phuong trinh 13 tim tit ca cdc nghiém (hay tim tdp nghiém) cna
bt phuwong trinh dé.

CHUY
Trong thuc hinh, ta khéng cin viét rd tip x4dc dinh 9D clha bt
phuong trinh ma chi cin néu diéu kién dé x € 9. Diéu kién dé goi

1a diéu kién xdc dinh cua bdt phuong trinh, goi tat 1a diéu kién cua
bdt phuong trinh.

H1| Biéu dién tap nghiém cia mdi bat phuong trinh sau bdi cac ki hiéu khodng

hoac doan -
a)-05+>2; b) |x] <1.
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Duéi day, chiing ta chi néi t6i bat phuong trinh dang flx) < g(x). D6i véi cic bat
phuong trinh dang flx) > g(x), fix) < g(x) va fix) = g(x), ta ciing c6 cac két qua
twrong .

Bat phuong trinh tuong duong

DINH NGHIA

Hai badt phiong trinh (cung dan) duoc goi la twong dwong néu
chiing c¢o cung tdp nghiém.

Néu fi(x) < g,(x) tuwong dirong vai f5(x) < g5(x) thi taviét

A < 21(0) © H) < ).

H2| Cac khdng dinh sau day dung hay sai ? Visao ?

a)x+ Vx-2 >Jx-2 ©x>0;
b) (Wx-12 <l @x-1<1.

CHU Y
Khi muén nhdn manh hai bat phwong trinh cé cung tip xdc dinh &

(hay c6 cung diéu kién xdc dinh ma ta ciing ki hiéu 1a 9) va tuong
duong véi nhau, ta noi :

— Hai bat phuong trinh twong duong trén 9, hoac

— Véi diéu kién 9, hai bat phuong trinh 14 twong duong véi nhau.

Vidu 1. Véi di€u kién x > 2, ta ¢6 >lelsx-2 O

= 2
Bién doi tuong duong cac bat phuong trinh

Ciing nhir v6i phuong trinh, & diy chiing ta quan tim dén cdc phép bi€n déi
khong 1am thay déi tap nghiém clia bt phwrong trinh. Ta goi chiing 14 cdc phép
bién doi twong duwong. Phép bién doi tuong diwong bién moét bdt phicong trinh
thanh mot bdt phuong trinh tiwong dicong véi né. Chang han, viéc thue hién céc
phép bién déi déng nhit & mbi v& ctia mot bat phwong trinh va giit nguyén tip
x4c dinh ctia né 1a moét phép bién déi twong dirong.



Duéi day 1a dinh 1i vé mot s6 phép bién doi tuong duong thudng ding. Cic ham
s& néi trong dinh i ny déu dugc cho béi biéu thic.

DINH LI

Cho bdt phuong trinh f(x) < g(x) ¢6 tdap xdc dinh D, y = h(x)
la mét ham s6 xdc dinh trén 9,

Khi do, trén D, bdt phuong trinh f(x) < g(x) tuong duong voi
moi bdt phuong trinh :

1) fix) + h(x) < g(x) + h(x) ;
2) flx)h(x) < g(x)h(x) néu h(x) > 0 véi moi x € D ;
3) flx)h(x) > g(x)h(x) néu h(x) < 0 voi moi x € D.

Chitng minh. Sau day, ta chi chitng minh két ludn 3). Cic két luan khdc ciling
duoce chitng minh tuong tu.

Néu x; thude D thi f(xy), g(xg) vd h(xy) 1a cdc gia tri x4c dinh bang s6,
hon nita, vi A(x) luén &m nén h(xy) < 0. Do d6, dp dung tinh chit cha bt

dang thitc s6, ta c6
flxg) < glxy) & flxg)h(xg) > glxg)h(xg).

Tur dé suy ra rang hai bit phuong trinh cé cuing tip nghiém, nghia 14 chiing
tuong duong véi nhau. 0O

Vidu2

a) Bat phuong trinh et tuong duong voéi bit phuong trinh

\/._—\/;>—2—s/;.

b) Bit phuong trinh x > -2 khéng twong duong véi bat phuong trinh

x—s/;>—2—s/.?. 0

H3| Ching minh céac khdng dinh trong vi du 2.

H4 | Cac khdng dinh sau day diung hay sai ? Vi sao ?

a) x4 L &6 & s ¢ b) .‘-(.T_l” 20 E5xED
X X X—
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HE QUA

Cho bdt phuong trinh f(x) < g(x) ¢é tdp xdc dinh 9.
1) Quy tic ndng lén luy thita bdc ba
) < g0 < [0 < [g0)].
2) Quy tdc ndang lén luy thita bdc hai
Néufix) va g(x) khéng dam vér moi x thuéc D thi

2 2
fix) < glx) < [fn)]” < [g)]".
Tuong tur, ta cling c6 quy tac nang 1én lu¥ thira bic 1é v nang l1én luy thira bac chan.

H5| Giédi bat phuong trinh sau day (bang cach binh phuong hai vé), gidi thich ro céc
phép bién déi tuong duong da thuc hién -

[l | <%

Cau hai va bai tap

. M6t ban lap luan nhu sau : Do hai v&€ ctia bt phwong trinh +fx —1 < |x|

lu6n khéng 4m nén binh phuong hai vé, ta duge bat phwong trinh twong duong

x—1<x% Theoem, lap luan trén cé ding khéng ? Vi sao ?

. Tim diéu kién x4c dinh réi suy ra tip nghiém ctia mdi bat phuong trinh sau :

a)\/,\_‘:)\/—_,r; b)\/:r—3<1+\/ur—3;

Sl ) et i

c) x+ ;
x—-3 x-3 - 7 x—-2

. Trong hai bt phuong trinh sau day, bat phwong trinh nao twong duong véi bt

phuong trinh 2x -1 =0

| 1 | |
2x—1+ > va 2x—1-— > :
xX—-3 xX—3 x+3 x+3

. Trong bén cap bit phuwong trinh sau day, hiay chon ra cic cap bit phuong trinh

trong duong (néu cd) :

) x—-2>0vax(x-2)<0: Byx—2<0vixi(x—2)>0:
)x—2<0vax’(x-2)<0: dx—2>0vix’(x-2) =0,



BAT PHUONG TRINH VA I—]ﬁ BAT PHUONG
TRINH BAC NHAT MOT AN

Trude day, ching ta di 1am quen véi bdt phuwong trinh bdc nhdt mét dn. D6 1a
bat phuong trinh ¢6 mot trong cac dang ax + h < 0, ax + b < 0, ax + b > 0,

ax+ b >0, trong dé a va b 13 hai s6 cho trrde véia = 0, x 1 an.

H1| Cho béat phuong trinh mx < m(m + 1).

a) Giai bét phuong trinh véim = 2.

b) Gidi bat phuong trinh voi m = -2 .

Nhir vay, néu a va b 1a nhitng biéu thitc chita tham s6 thi tdp nghiém clia bt
phuong trinh phu thuéc vao tham s6 dé. Viéc tim tip nghiém cua moét bat
phuong trinh tuy theo cdc gia tri cia tham sé goi la giai va bién ludn bit
phuong trinh dé.

Duéi day, ching ta chi yé€u néi vé cdch giai va bién luan bat phwong trinh
dang ax + b < 0. D&i véi cdc bt phuong trinh dang con lai, cdch giai cling
tuong tur.

Giai va bién luan bat phuong trinh dang ax + b < 0

Ké&t qua giai va bién luan bat phuong trinh

ax+b <0 (1)
duoc néu trong bang sau day.
y 1 B eve . o b
1) N€ua>0thi(l)<x< ——.Viaytdipnghiémcua(l)la S=| -0 ; ——|.
a a

3 h L 'l S T b
2)NEua<O0thi(l)< x> ——.Vaytipnghiétmcua(l) la §= [—— : +0f-3].
a

3)Néua=0thi(l)< O0x<-bh.Do doé:
— Bit phuong trinh (1) v6 nghiém (= &) néu h >0 ;

— Bét phuong trinh (1) nghiém ding véi moix (S = R) néu h <0,
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CHUY
Viéc bi€u dién céc tip nghiém trén truc s6 s& rat ¢6 ich sau nay.

Chang han, phin khéng bi gach & trén hinh 4.2 biéu dién

nghiém cia (1) véia > 0,
b
a

Hinh 4.2
Vi du 1. Giai va bién luan bat phrong trinh
mx+1>x+m’.

Giai. Bat phwong trinh (2) twong duong véi

(m - 1).x‘>n12— l.
Tacé
mz—l
DNeum>1thim—1>0nén(3) <x> 1 Sx>m+ .
m—
m® -1
2D)Neum<1thim—-1<0nén(3) < x< Sx<m+ 1.
m—

3) Néu m = 1 thi bat phwong trinh trd thanh Ox > 0 nén né vé nghiém.

Két ludn : — Néu m > 1 thi tip nghiém cia (2) 1a S = (m + 1 ; +o),
— Néum < 1 thi tdp nghiém cua (2)1a §= (-0 ;m+ 1).

— Néum =1 thi tdp nghiém cua (2) 1a§ = &,

H2| Tur két qua trén, hay suy ra tap nghiém cda bat phuong trinh

my+12x+ mrl_

Vidu 2. Giaiva bién luan bit phwong trinh
2mx = x + 4m — 3.

Giai. Bit phuong trinh (4) twong duong véi
2m - Dxz4m - 3.
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: 1 4m -3
)NEum>— thi2m—1>0nén(5) & x> ——.
2 2m—1
2) Néum < l thiZzZm-1<0nén(5) < x< 4m—3.
2 2m—1

3) Néum = 5 thi (5) tro thanh Ox = -1, boi vay né nghiém ding v&i moi x.

y 5 | - : . . Am -3
Két ludan : — Neum > 5 thi tdp nghiém cua (4) 1a § = ; 00 )

| 2m-1"
4 84
— Néum < o thi tip nghiém cta (4)1a§= | -0 ; i, ;
2 \ 2m—1
; L s : , x
— Néum = 3 thi tip nghiém ctua (4) la = R. ]

Giai hé bat phuong trinh bac nhat mot an

Twong tu nhr hé phuong trinh, tip nghiém cia moét hé bit phuong trinh 1a
giao cua tit ca cac tip nghiém cia cac bit phuong trinh trong hé.
Do dé,

Muén giai hé bdt phicong trinh mét dn, ta gidi tirng bdt phiong

trinh cua hé réi ldy giao cua cdc tdp nghiém thu dioc

Vi du 3. Giai hé bédt phuong trinh

3x-5<0 (6)
) 2x+320 (7
% %1 8. (8)

Giai. Giai lan lwot timg bat phwong trinh ctia hé, ta dugc :
Tap nghiém ctia (6) la S, = (—co 1%} ;

3
Tap nghiém cta (7) 1a S, = {—? : +00) ;

]

Tap nghiém cua (8) 1a S3= (-1 ; +=).
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Viy tip nghiém cua hé bit phuong trinh da cho la
3
LS': LS‘I ﬁ n‘;‘z r_“l n‘;s = [_1 ; §:| D

Ta ciing c6 thé trinh biy 11 gidi vi du 3 nhu sau

D < 9.

CHUY
Dé dé x4c dinh tip nghiém S, ta bi€u dién cédc tap nghiém trén truc
s6 bang cich gach di ciac diém (phin) khéng thudc tip nghiém cta

titng bat phwong trinh trong hé, phin con lai s& biéu dién tap
nghiém can tim (h.4.3).

e
GLLLOL

Hinh 4.3

H3| Tim céc gia tri ctia x d& déng thoi xay ra hai dang thic

13x+2|=3x+2Va|2x -5|=5 - 2.
Huéng dan.|A|=A < A>0va|B|=-B< B<0.

Vidu 4. Véi gia tri nao cta m thi hé bat phuong trinh sau ¢6 nghiém ?

x+m<0 (9)
iR ] (10)

Giai. Ta c6 (9) < x < —m. Tap nghiém cua (9) la (-0 ; —m].
(10) < x > 3. Tap nghiém caa (10) 1a (3 ; +=0).

Viy tip nghiém ciua hé 1a § = (-0 ; —-m] M (3 ; +). Hé ¢6 nghiém khi va
chi khi § # @, titc 14 3 < —m hay m < -3. |
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Cau hai va hai tap

25. Giai cac bat phuong trinh :

a)‘r+2—_r+l>,r+3; b)3'r;5—l£x;2+,\';

&) (1-2)x <3-242 ; d) (43 s F-3F 32,
26. Giaiva bién luan cac bét phuong trinh

aymx—-—m)<x-1; b) mx+ 6 > 2x + 3m ;

)x+1Dk+x<3x+4,; d@+1)x+a+3=24x+1.

27. Giai cac hé bat phwong trinh :
Sx—2>4x+3 2x+1>3x+4
a) b)

S5x—4 <x+2; S5x+3>8x-09.
Luyén tap
28. Giai va bién luén cdc bat phuong trinh :
a)mix—m)>2(4 - x) ; b) 3x + n12 =m(x+3);
kx—1D+4=5; d)bx-1)<2—x.
29. Giai cac hé bat phuong trinh :
(5x+2 - ;
3 2 4= (l—.r)2>5+3.r+.1’2
a) - _ b) ; 5 .
6~ Sx g Rren] » (.r + 2) <x+6x2-TIx-5 E
x-S 3 (x—1<2x-3
c) < d |3x<x+ 35
3x + 8
) e, 5-3x
i — < x-3.
L 2
30. Tim cdc gi4 tri chia m dé mdi hé bat phwong trinh sau c6 nghiém :
3x-2>-4x+35 b) x-2<0
3x+m+2<0; m+x>1.

31. Tim céc gia tri chia m dé moi hé bat phuwong trinh sau vo nghiém

2 A
) 2x+ 7T <8x -1 b) (\ = 3) >x "+ Tx +1
2x+m+5>0; 2m - 5x < 8.
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DAU CUA NHI TH('C BAC NHAT

Nhi thitc bac nhat va dau cua né

Nhiéu bai todn din dén viéc xét xem mot biéu thire f{x) di cho nhan gia tri 4m
(hoac dwrong) véi nhitng gia tri nao cua x. Ta goi viéc lam dé 1a xét ddu cuia

biéu thitc f(x). Duéi day, ta s& tim hiéu vé nhi thitc bac nhit va d4u cta né.
a) Nhi thirc bac nhat

DINH NGHIA

|| Nhi thite bdac nhdt (doi véi x) la biéu thite dang ax + b, trong dé a va

bla hai 56 cho tricée véi a # 0.

: ; ; b
Ta da biét, phuong trinh ax + b = 0 (@ # 0) c6 moét nghiém duy nhitxy = ——.
a

Nghiém dé cing duoc goi la nghiém cua nhi thite bac nhdt f(x) = ax + b. N6

cé vai tro rit quan trong trong viéc xét ddu cua nhi thitc bac nhat f(x).

b) Dau cua nhi thic bac nhat

b AR ;
Pat xy = —=—, ta vi€t nhi thie bac nhat f(x) = ax + b nhu sau
a

fix)=ax+ b= a[,r + E] = alx — xp).

a
Khi x > x; thi x — x5 > 0 nén dau cha a(x — xp) tring véi déu ca a.

Khi x < x; thi x — x; < 0 nén déu cta a(x — x,) trdi v6i ddu cla a.



Tir déta co

DINH L (v& d&u ctia nhi thiic bac nhat)

Nhi thite bdc nhdt f(x) = ax + b ciung ddu véi hé s6 a khi x lon
hon nghiém va trdi dau voi hé sé a khi x nho hon nghiém ciia no.

Két qua cuia dinh Ii ndy dwoc tém tat trong bang sau

X | —0 X0 400
fix)y=ax+b | trai diu véi a 0 cung diu véi a
Chang han nhi thitc fix) = —x + 1.5
S i i Y 0 Yi
co hé s6 a = -1 va nghiém x;, = 1,5, x N
Do dé, didu cta né duge cho trong 4,&& \
bang sau " X
oL/ % x O L
x o 15 e / N
“x+1.5 ‘ TR a>0 ac0 <

Nhi thitc di cho duong khi x < 1,5 I

va Am khix > 1.5.

H1| Hay giai thich bang db thi (h.4.4) cac két qua caa dinh Ii trén.

Mot so ung dung
a) Giai bat phuong trinh tich
Ta xét cic bét phwong trinh cé thé dura vé mot trong cac dang P(x) > 0, P(x) = 0,
P(x) <0, P(x) < 0 véi P(x) la tich cua nhitng nhi thitc bac nhat.
Vi du 1. Giai bat phuong trinh

(x—=3)(x+1)2-3x)>0. (1)
Cdch giai. D& giai bat phuwong trinh (1), ta 1ap bang xét diu vé trdi ctia (1).
Dat P(x) = (x — 3)(x + 1)(2 — 3x).

— Giai phwrong trinh P(x) = 0, ta dwoc

(x—3)x+1)2-3x)=0& x=3 hodcx=-1 hodcx= %
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— Sap x€p céc gid tri tim duoe cna x theo thit tr ting : —1, %, 3. Ba s6 nay chia

truc s6 thanh bén khoang. Ta x4c dinh diu clia P(x) trén timg khoang bang cich
lap bang sau day goi la hang xét ddu cua P(x).

X —o0 ~1 % 3 +00
x-3 - - — 0 +
x+1 - 0 + o B
2-3x + + 0 i -
P(x) + 0 - 0 + 0 —

Trong bang xét dau, hang trén cung ghi lai bén khoang dwrge xét cua truc s,
ba hang ti€p theo ghi diu cta cdc nhén tir bic nhét trén moi khoang (dua vao
dinh 1i vé diu clia nhi thitc bac nhat) ; hang cudi ghi diu ctia P(x) trén moi
khoang bang cédch 14y "tich" ctia cdc ddu cling c6t & ba hang trén.

Dua vao bang xét dau, ta cé tap nghiém cua bat phurong trinh (1) 1a

S:(—oo;—l)u[%;fj} 0

b) Giai bat phuong trinh chita 4n 6 mau

O day, ta chi xét cdc bat phuong trinh c6 thé dira vé& mot trong cic dang

P(x) il m(o Bix) . P(x)

o) o) 0 T O
nhitng nhi thitc bac nhait. D€ gidi cdc bat phuong trinh nhu vay, ta lap bang xét
P(x)

>0, trong d6 P(x) va Q(x) la tich cua

ddu cua phan thic . Khi lap bang xét dau, nhd rang phai ghi tat ca cdc

O(x)
nghiém cta hai da thirc P(x) va Q(x) 1én truc s6. Trong hang cuéi, tai nhimg
di€ém ma Q(x) = 0, ta dung ki hiéu || dé chi tai dé bat phuong trinh da cho
khéng xac dinh.

Vi du 2. Giai bat phuong trinh
3 3
< ;
x-2 2x-1

(2)



Giai. Tacd

3 5

(2) = — <0
= 2 2x—1
9% — 1) — 5fx.—
- (2x—1)= 5(x-2) ol
(x— 2)(2x~ 1)
- x+7 3 (3)
(x —2)2x —-1)
Bang xét ddu vé trai cua (3) :
7 : 2 +
X —0 — — o0
2
x+7 — 0 + + +
x-2 — — — 0 +
Z2x—1 — —~ 0 + o
VE trii — 0 + | — I +
1
Tir d6 suy ra tap nghiém cia (2)1a S = (o0 ; 7] U [E : 2] : O

¢) Giai phuong trinh, bat phuong trinh chita 4n trong dau gia tri tuyét doi

Mot trong nhimg cdch giai phwong trinh hay bat phuong trinh chifa 4n trong
ddu gi tri tuyét d6i 1a str dung dinh nghia dé khir ddu gia tri tuyét déi. Ta
thuong phai xét phuong trinh hay bat phuong trinh trong nhiéu khoang (doan,
nira khoang) khac nhau, trén dé méi biéu thitc nam trong diu gia tri tuyét doi
déu c6 mot dau x4c dinh. Sau day 14 mot vi du don gian.

Vi du 3. Giai bat phuong trinh
|2x — 1| < 3x + 5. (4)

&t
1) Véi x < % 566
4
D 1-2x<3x+5&© >4 x> _E'

- e - . l 4 1 e . g
Két hop véi diéu kién x < 5 ta duoc % e 5" Vay tap cac nghiém thoa

man diéu kién dang xét 1a khoang [—% ; %]
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1
2)Véix =z 5 ta co

e 2x-1<3x+5 & x>-6.

1 1
Két hop véi diéu kién x 5 ta dugc x 5 Vay tap cac nghiém thoa méan
diéu kién dang xét 13 nira khoang { j

Tém lai, tip nghiém clia bat phu‘cng trinh (4) 1a

Cau hoi va bai tap

n 4 - n K # L -
32. Lap bang xét diu cua cac biéu thurc :

3)4—3.1”; b)1—2_x :
2x + 1 3x -2
; x(x — 3)2
&) x(x - 23 - x) P Ll
(x =51 - x)
33. Phan tich cic da thire sau thainh nhan tir bac nhat réi xét dau :
a) X2 +x+6 ; b) o (2 + \/g)x + \/5

34. Giai cac bat phwong trinh :
o (3—.-\’)(.-\"—2)20; b) 3 .5 ;

x+1 l-x 2x+1
)| 2t— 2| +]|V2-x|>3x-2;  d|W2-Vx+1|<B+2.

35. Giai cédc hé bat phuong trinh

(x=3)2-x) >0 2 1
a) Y 4x — 3 _ b)s2x-1 3-x
SA R x| <1.

1A
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7.

38.

3,

40.

41.

Luyén tap

. Giai va bién luan cac bat phuong trinh :

a)mx+4 > 2x+ mz ; b) 2mx+ 1 =2x+ 4m2 ;

c) .Jr(m2 -1)< mt = 1 ; d)2m+ x<(m+ 1)2 (x—=1).

Giai cdc bat phuong trinh :

3-2x
a --J§x+2 x+1D(4x -5 >0; =8¢
) ( ) + (dx = 5) T
C)—3x+1£_2; d) .r+2£_r—2.
2x +1 3x+1  2x-1

Giai va bién luan cac bét phuong trinh

a) (2x— 2)(x —m)>0; m-lﬁli—<o

xX—2m+1

Tim nghiém nguyén ciia méi hé bat phuong trinh sau :

6,r+§>4,\'+7 15,>«'—2:~*2,!r+l

7 3

) 9 eiion B e
&SR e B ¢ D =l 2T,

Giai cdc phrong trinh va bat phwrong trinh :
| 2x -1 | 1
:;- —_—
(x+1x-2) 2

a)lx+1|+|x-1|=4; b)

Giai va bién luén cdc hé bit phrong trinh :

3 {u —5T-2x)>0 5 g

b) s x—1 2x-=1
x—-m<0; yres il [
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BAT PHUONG TRINH VA ,
BAT PHUONG TRINH BAC NHAT HAI AN

4

Bat phuong trinh bac nhat hai an

a) Bat phuong trinh bac nhat hai 4n va mién nghiém cta né

PINH NGHIA

Bdt phuong trinh bdac nhdt hai dn la bdt phiong trinh ¢6 mot
trong cac dang

ax+by+c¢<0,ax+by+c>0,ax+by+c¢<0,ax+ by+c¢ =0,

trong dé a, b va ¢ la nhitng sé cho truéc sao cho a’+h? #0;
xva yla cdc dn.

Moi cdp s6 (xg ;5 o) sao cho axy+ byy + ¢ < 0 goi la mét nghiém

ctia bdt phitong trinh ax + by + ¢ <0,

Nghiém cta cic bat phuong trinh dang ax + by + ¢ > 0, ax + by + ¢ £ 0 va
ax + by + ¢ = 0 duoc dinh nghia twong tur.

Nhur vay trong mat phang toa d6, méi nghiém ctia bat phwong trinh bac nhat
hai 4n dwrge biéu dién boi mot di€ém va tip nghiém ctia né dirge biéu dién
bdi mot tap hop diém. Ta goi tip hop diém 4y 14 mién nghiém cia bat
phuong trinh.

Du6i day, chiing ta s& thdy mién nghiém ctia bat phuwong trinh bac nhAt hai 4n

12 mét nira mat phang.

b) Cach xéc dinh mién nghiém ctia bit phuong trinh bac nhit hai 4n
Viéc x4c dinh mién nghiém ctia mét bat phuong trinh bac nhét hai 4n (hay
bi€u dién hinh hoc tap nghiém ctia nd) trong mat phang toa dé dura trén dinh 11

duoc thira nhan sau day.



PINH Li

Trong mdt phang toa dé, duong thang (d) : ax + by + ¢ = 0 chia
mdt phang thanh hai mita mdt phing. Mét trong hai mita mdt
phdang dy (khéng ké bo (d)) gom cdc diém cé toa dé thod mdn
bdt phwong trinh ax + by + ¢ > 0, mita mdt phang con lai (khéng
ké bo (d)) gom cdc diém cé toa dé thod man bdt phirong trinh
ax+ by +c<0.

Tirdinh 11, ta suy ra
Néu (xq 5 yo) la mot nghiém cia bdt phwong trinh ax + by + ¢ > 0
(hay ax + by + ¢ < 0) thi nua mdt ;)}'ff?f-lg (khong ké bo (d)) chita
diém M(xy ; yo) chinh la mién nghiém cua bdt phuong trinh dy.
Vay dé x4c dinh mién nghiém clia bat phuong trinh ax + by + ¢ < 0, ta lam
nhu sau :
— Vé duong thang (d) : ax+ by +¢=0;
— Xét mot diém M(xqy ; yo) khéng nam trén (d).
Néu axy + byy + ¢ < 0 thi nita mdt phang (khéng ké bo (d)) chita
diém M la mién nghiém ciia bdt phuong trinh ax + by + ¢ < 0.
Néu axg + byy + ¢ > 0 thi nita mdt phang (khéng ké bo (d)) khong

chita diém M la mién nghiém ciia bdat phitong trinh ax + by + ¢ < 0.

SHUY
Da6i véi cac bat phuong trinh dang ax + by + ¢ < 0 hoac ax + by + ¢ =0
thi mién nghiém 13 nira mat phang ké ca bo.

Vi du 1. X4c dinh mién nghiém ctia bat phwong trinh 3x + y < 0.

Gidi. Trén mat phang toa do, dudng thang (d) : 3x + y = 0 chia mat phang

thanh hai nira mat phang.
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Chon mot diém bét ki khéng thuée dudng thang
dé, chang han diém M(0 ; 1). Ta thady (0 ; 1)
khéng phai la nghiém cua bat phuong trinh da
cho. Vay mién nghiém can tim 1a nira mat phang
bd (d) khéng chita diém M(0 ; 1). (Trén hinh 4.5,
mién nghiém 12 nira mat phang khéng bi gach). O

H1| Xac dinh mién nghiém cia béat phuong trinh x + y > 0. Hinh 4.5

Hé bat phuong trinh bac nhat hai an
Duéi day 12 moét vi du vé hé bdt phuong trinh bdc nhdt hai dn
x—=y+3>0
(I) <—2x+3y-6<0
2x+y+4>0.
Trong mat phang toa dé, ta goi tip hop cdc diém c6 toa d6 thoa min moi bat
phuong trinh trong hé 14 mién nghiém cua hé. Viy mién nghiém cua hé 1a
giao cdc mién nghiém ctia cidc bat phuwong trinh trong hé.
Pé x4c dinh mién nghiém cua hé, ta dung phuong phap biéu dién hinh hoc
nhur sau :
— Vot moi bdt phuong trinh trong hé, ta xdc dinh mién nghiém ciia
né va gach bo mién con lai.
— Sau khi lam nhut trén ldn luot déi var tdt cd cdac bdt phieong trinh
trong hé trén ciing mot mdt phang toa dé, mién con lai khéng bi
gach chinh la mién nghiém cia hé bdt phiwong trinh da cho.
Vi du 2. X4c dinh mién nghiém cta hé bat phwong trinh (I).
Gidi. Truede hét, ta vé& ba dudng thang _
(d):3x—y+3=0; e
(dy): —2x+3y-6=0; 250 '
(dy): 2x+y+4=0.
Thir trire ti€p ta thdy (0 ; 0) 1a nghiém ctia ca ba
bét phuong trinh. Diéu dé ¢é nghia la géc toa do
thuéc ca ba mién nghiém cta ba bit phuong
trinh ctia hé (I). Sau khi gach bd cdc mién khéng S‘( )
thich h(jp? , mién khﬁ{lg bi gach trén hinh 4.6 (d;)
(khéng ké bién) 1a mién nghiém caa hé (I). O Hinh4 6
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H2| Xac dinh mién nghiém cia hé bét phuong trinh

y=3x>0
x=2y+3<0
3x+2y+10 > 0.

3. Mot vi du ap dung vao bai toan kinh té

Vién dé tim mién nghiém ctia hé bat phuong trinh bic nhit c6 lién quan chat
ché& dén Quy hoach tuyén tinh. D6 1a mot nganh todn hoc ¢6 nhiéu ting dung

trong doi séng va kinh t€. Sau day la moét vi du don gian.

Bai toan

Ngwoi ta dir dinh diing hai loai nguyén liéu dé chiét xuét it nhat 140 kg chit A
va 9 kg chat B. Tir mdi tdn nguyén liéu loai I gia 4 triéu déng, cé thé chiét
xuat duge 20 kg chat A va 0,6 kg chat B. Tir méi tdn nguyén liéu loai II gia 3
trieu déng, cé thé chiét xuit duoc 10 kg chat A va 1,5 kg chit B. Hoi phai
diing bao nhiéu tAn nguyén liéu méi loai dé chi phi mua nguyén liéu 1a it nhat,
biét rang co s& cung cAp nguyén liéu chi c¢é thé cung cap khong qua 10 tan
nguyén liéu loai I va khong qua 9 tAn nguyén liéu loai II ?

Phan tich bai todn. Néu sir dung x tin nguyén liéu loai I va y tAn nguyén liéu
loai II thi theo gia thi€t, c6 thé chi€t xuat duoc (20x + 10y) kg chit A va
(0,6x +1,5y) kg chat B. Theo gia thi€t, x va y phai thoa min cic diéu kién :
0<x<10va0<y<9,;

20x+ 10y = 140, hay 2x + y = 14 ;

0,6x+ 1,5y =09, hay 2x + 5y = 30.

Téng s6 tién mua nguyén liéu 12 T(x ; y) = 4x + 3y.

5
LA

Bai todn da cho tro thanh : Tim céc s6 x va y thoa min hé bat phuong trinh
(0<x<10

0<y<9

2x +y =214

| 2xk 3y = 30,

(II) <

sao cho T(x ; y) = 4x + 3y c6 gia tri nho nhét.
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Bai todn nay dan dén hai bai todn nhd sau :

Bai todn 1. X4c dinh tap hop (8) cdc diém c6 toa d6 (x ; y) thoa man hé (II).
Bai todn 2. Trong tit ca cdc diém thuée (), tim di€m (x ; y) sao cho T(x ; y)
c6 gia tri nho nhit.

* Viéc giai bai todn 1 chinh 13 viéc xdc dinh mién nghiém ctia hé bat phwrong
trinh (II) ma ta da lap dugc.

H3| Kiém tra lai rang mién nghiém v
(8) cta hé (II) la mién tr giac ABCD 1-‘} S LSS SIS A S PRI RIS
> N ] > ek = A NN NN
trén hinh 4.7 (ké ca bién). CANNR T JRRSSEAKRR
R v o D o e e e e
i . S 'ﬁ' K R
7 P = s ” A 3 NN
* Dé giai bai toan 2, ta thira nhin 7 osssatetetetetetesy
. .2 5 _ i o 77 ARG Y m 9 S
rang biéu thirc T(x ; y) cb gia tri 94 ] AR
" s o o iy Lt % SN \._:\__\_\'.\ N
nhé nhét va gia tri 4y dat duoc tai i P CRENA R
& 3 = =it ol ™, \\\ i
mot trong cdc dinh cha to gidc 6 T RERRE AR
& . P Y \\\ bt
ABCD (xem bai doc thém trang 4 ¥ AN

& i % Shhh
133). Bang cich tim toa do cac Y Lo A A B NN
= . i o i 2 J'./trf_‘__.ei"/_",‘y.",é"/_,fr‘é':/,‘f};’/ SIS oo
dinh A, B, C, D r6i so sanh céc gia X R0 .
; ; ) OV 2277 K7 7T 7, 00NRss 18, X
tri twong tng cua T(x ; y), ta duge R AR S N A AR
T(5;4)= 321a gia tri nho nhat. Hinh 4.7

Vay dé chi phi nguyén liéu it nhat, cin sir dung 5 tdn nguyén liéu loai I va
4 tAn nguyén liéu loai II (khi dé, chi phi téng céng 1a 32 triéu déng).

Cau hoi va bai tap

X4c dinh mién nghiém ctia méi bat phwong trinh hai 4n :

AXx-—2+2y-1)>2+4; b) 2x—v2y+ J2-2<0.

X4c dinh mién nghiém ctia méi hé bit phuong trinh hai 4n :
r£+-_‘“_1>0 (4x - 5y+20>0

SR E v b) |y >0
k?(.r—1)+§<4; _y+5>.r—3_

'..



44. Mot gia dinh cén it nhit 900 don vi prétéin va 400 don vi lipit trong thic an
mbi ngay. Méi kilégam thit bo chita 800 don vi protéin va 200 don vi lipit.
Méi kilégam thit lgn (heo) chira 600 don vi prétéin va 400 don vi lipit. Biét
rang gia dinh nay chi mua nhiéu nhat 1a 1,6 kg thit bd va 1,1 kg thit lon ; gia
tién 1 kg thit bd 14 45 nghin déng, 1 kg thit lon 14 35 nghin déng. Gia st
gia dinh d6 mua x kilégam thit bo va y kilégam thit Ign.

a) Vi€t cac bat phwong trinh biéu thi cdc diéu kién cla bai todn thanh mot hé
bt phuong trinh réi x4c dinh mién nghiém (8) cua hé dé.

b) Goi T (nghin déng) 14 s6 tién phai tra cho x kilégam thit bo va y kildgam
thit lon. Hiy biéu dién T theo x va y.

¢) O cu a), ta thiy (S) 1A mot mién da gide. Biét rang T 6 gid tri nhd nhat tai
(Xg5 ¥p) VOi (xg; yy) 1a toa do cia mot trong cdc dinh cta (). Hoi gia dinh

dé phai mua bao nhiéu kilégam thit méi loai d€ chi phi 14 it nhat ?

MOT PHUONG PHAP TIM CUC TR| CUA BIEU THUC
" P(x;y)=ax+ by TREN MOT MIEN BA GIAC LOI

BAI TOAN : Tim gié tri nhé nhét hay I6n nhét cla biéu thic P(x ; v) = ax + by (b # 0)
trén mot mién da giac phang 16 (ké cé bién).

Bai toan d6 cé nghia la :

Cho biéu thlc P(x ; y) = ax + by (b = 0) va mot mién da giac 16i ($), ké ca bién, trong
mat phdng toa dé Oxy. Hay tim gia i nho nhat (hay 16n nhéat) clia P(x ; v) V6i (x ; ) la
toa d6 clia cac diém thudc ().

Cach gidi Ta luén cé thé gia thiét rang b > 0, bdi vi néu b < 0 thi ta cé thé nhan cé
hai v€ v&i —1 va bai toan fim gia tri nho nhat (hay 16n nhat) cla P(x ; y) sé trd thanh

bai toan tim gia tri 16n nhat (hay nhé nhéat) clia —P(x ; y) = —ax + b'y, frong d6 h' = b > 0.
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Tap cac diém (x ; v) d& P(x ; y) nhan gia tri p la

-

b h

dueng thang ax + by =p, hay y= -y + £ Pueng ‘\
)

thdng nay cé hé sé gbc bang —;i va cat truc tung

tai diém M(0 ; m) v6i m = % (h.4.8). Ki hiéu dutng
?

thdng nay 1a (d,,). Vi b > 0 nén viéc tim gia tri

nhd nhat (hay I6n nhat) clha P(x ; y) = p Voi
(x ; v) € () quy vé viéc tim gia tri nhd nhat

E ~
(hay I6n nhat) clla m = % tire 1a tim diém M & 0 \ (d,,;f\ ol

?
vi tri thdp nhat (hay cao nhat) trén truc tung sao
cho dudng thang (d,) cé it nhat mét diém chung
VG ().

Hinh 4.8

Tir dé, chu y rang (d, ) cé hé sé géc bang _,ri khéng déi. Ta di d&n cach lam sau :
2

* Khi tim gia tri nhé nhéat cla P(x ; v), ta cho duéng thdng (d,) chuyén déng song

song vdi chinh né tUr mét vi tri nao dé & phia dudi mién (s) va di [én cho dén khi (d,)
|an dau tién di qua mét diém (xy; ¥y) nao d6 cha (8). Khi d6, m dat gia tri nhé nhat
va tuong (ng véi né la gia tri nhd nhat cha P(x ; v). D6 1a

P(xy ;%) = axy + by,.

* Khi tim gia tri I6n nhat cla P(x ; y), ta cho dudng thdng (d,) véi hé s6 géc w%
?

chuyén dong song song véi chinh né tir mét vi tri nao dé & phia trén mién (s) va di
xuédng cho dén khi (d,) 14n dau tién di qua mot diém (v, ; v,) nao dé cla (s). Khi
d6, m dat gia tri 18n nhéat va tuong Uhg véi nd |a gia tri 16n nhat cla P(x ; v). D6 1a

P(xy;¥y) = axy + by,.

CHU Y
Qua cach lam trén, ta thay rang P(x ; v) dat gia tri nho nhat (hay 16n nhat)
tai mét dinh nao d6 cha da giac ().

Ap dung cach lam trén vao bai toan 2 néu trong §5, ta thdy khi (4 ) di qua dinh

A(5 ; 4) thi m nhd nhéat. Piéu d6 c6 nghia 1a T(x ; y) dat gia tri nho nhat khi x = 5 va
y=4, Khidd, T(5 ; 4) = 32.
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46.

Luyén tap

X4c dinh mién nghiém ctia cdc bat phwong trinh hai 4n

) x+3+22y+5)< A1 - x); b) (1++3)x=(1-3)y>2.
Xic dinh mién nghiém ctia cdc hé bat phwong trinh hai 4n
p— (3x-2y-6=0
a) s x—3y<-3 b) <2(.r—1)+££4
x+-y>5; 0. :

"

47. Goi (8) 1a tap hop cdc diém trong mat phang toa dé c6 toa dé thod min hé

48.

2x=y2d
x—2y<?2
b s

k.rED.

a) Hiy xac dinh (8) dé thay ring dé [ mét mién tam gidc.

b) Trong (), hiy tim diém c6 toa do (x ; y) lam cho biéu thitc flx ; y) = y— x ¢ gid
tri nho nhat, biét rang flx ; y) ¢6 gia tri nhd nhat tai mot trong cic dinh cia (S).
Bai toan vitamin

M6t nha khoa hoc nghién citu vé tic déng phéi hop cua vitamin A va vitamin B
d6i véi co thé con ngudi. Két qua nhur sau :

i) Mot ngudi ¢6 thé ti€p nhan duwoe mbi ngay khéng qui 600 don vi vitamin A
va khéng qua 500 don vi vitamin B,

ii) Mét ngudi moi ngay can tir 400 dén 1000 don vi vitamin ca A 1an B.

iii) Do tdc dong phéi hop ctia hai loai vitamin, méi ngay, s6 don vi vitamin B
khéng it hon % s6 don vi vitamin A nhung khéng nhiéu hon ba 1an s& don vi
vitamin A.

Gia strx va y 1an luot 1a s6 don vi vitamin A va B ma ban ding méi ngay.

a) Goi ¢ (déng) 13 s6 tién vitamin ma ban phai tra méi ngay. Hiy viét phuong
trinh biéu dién ¢ duéi dang mét biéu thitc clia x vd y, néu gid mét don vi
vitamin A 13 9 déng va gi4 moét don vi vitamin B 1a 7,5 déng.
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b) Viét cac bat phuong trinh bi€u thi cdc diéu kién 1), ii), va iii) thAnh mot hé
b4t phuong trinh réi x4c dinh mién nghiém (S) ctia hé bat phuong trinh dé.

¢) Tim phuong 4n diing hai loai vitamin A vi B thod min céc diéu kién trén dé
sO tién phai tra 12 it nhat, bi€t rang ¢ dat gid tri nhé nhAt tai moét trong cdc dinh
clia mién nghiém ().

CQ&@, .
-;’?ﬁ-‘“@;@éj

i

VAI NET VE LICH SU QUY HOACH TUYEN TiNH

Tu thdi ¢d dai, khi thuc hién cac cong viéc clia minh,
loai ngudi da luén hudng téi cach lam tét nhéat trong
cac cach lam c6 thé dugc (tim phuong an t6i uu trong
cac phuong an). Khi toan hoc phat trién, ngudi ta da
mé hinh hoa toan hoc cac viéc can lam, nghia la biéu
thi cac muc tiéu can dat duoc, cac yéu cau hay cac
diéu kién can thoa man bang ngén ngir toan hoc dé
tim 16i giéi t8i uu cho né. TUr d6, hinh thanh nén cac bai
toan téi uu.

Quy hoach tuyén tinh 1a linh vuc toan hoc nghién clu
cac bai toan t6i uu véi hitu han bién (an), trong dé,

muc tiéu va cac diéu kién rang buéc dudc biéu thi Kup-man, Dan-dich va
bang cac ham s6, cac phuong trinh hay bat phuong Kan-to-r6-vich d
trinh tuyé&n tinh (bac nhat). Lac-xam-bua nam 1976.

Cé thé néi, ngudi dau tién quan tam dén Quy hoach tuyén tinh 1a L. V. Kan-to-ré-vich
(Leonid Vitalyevich Kantorovich, 1912 — 1986). Trong cuén "Cac phudng phap toan
hoc trong t8 chirc va ké hoach hoa san xuat' (NXB Pai hoc Quéc gia Lé-nin-grat,
1939), éng da néu bat vai tré clla mét 16p bai toan Quy hoach tuyén tinh va dé xuat
thuat toan sd bd dé gidi chung. Tuy nhién, Quy hoach tuyén tinh chi dugc nhiéu
ngudi biét dén vao nam 1947, khi G.B. Dan-dich (George Bernard Dantzig, 1914 -
2005) cong bd thuat toan don hinh dé giai cac bai toan Quy hoach tuyén tinh. Ciing
nadm dé, T. C. Kup-man (Tjalling Charles Koopmans, 1910 — 1985) da chi ra rang
Quy hoach tuyén tinh 1a céng cu tuyét vai dé phan tich Ii thuyét kinh té cd dién.

Nam 1975, Kan-to-ré-vich va Kup-man da dudc Vién Han Iam Hoang gia Thuy Pién
trao giai thudng Noé-ben vé khoa hoc kinh té.

Ngay nay, trong thai dai may tinh dién tlr, Quy hoach tuyén tinh van dugc tiép tuc
nghién clu nham fim ra cac thuat toan tét hon.



1.

DAU CUA TAM THUC BAC HAI

Tam thic bac hai

DINH NGHIA

Tam thitc bdc hai (dot voi x) la biéu thitcc dang ax™ + bx + ¢,

trong dé a, b, ¢ la nhimg s6 cho truée voi a # 0.

Theo dinh nghia trén, cdc biéu thifc

1
fix)y= — 2x% +3x + 1, g(x) = 2 -5 va h(x) = E.rz

la nhitng tam thire béc hai.

Nghiém cua phuwong trinh béac hai ax* + bx + ¢=0 cing duoc goi la nghiém

cua tam thitc bac hai f(x) = ax® + bx + c.

Cic bidu thite A = b2 — dacva A' = b* — ac véi b= 2b' theo thit tu cling duoc
goi la hiét thitc va biét thitc thu gon cia tam thiic bdc hai fix) = ax* + bx + c.
Trong §4, ta di xét diu cha nhi thic bic nhat va dp dung dé gidi moét s6 bat
phuong trinh. Trong bai nay va cdc bai ti€p theo clia churong, ta s& xét ddu cua
tam thitc bac hai va 4p dung né dé giai cdc bat phwong trinh va phwrong trinh
béc hai cing nhwr mét s6 phuong trinh va bat phuong trinh khéc.

DAau cua tam thiic bac hai

Ta s€ quan sit d6 thi cilia hAm s6 bac hai d€ suy ra dinh 1i vé dau clia tam thifc
béac haifix) = ax’ + bx + c.

Dau cua f(x) phu thudéc vao diu ctia biét thirc A va hé sé a.
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Trong tirng treong hop, ddu cua flx) duoe néu trong cdc bang sau :

1) A < O (tam thitc bac hai vo nghiém)

a>0 a<0 Két luan
¥y J?T
o ; X | —o0 +o0
flx) | Cung déu véi a
7] 3

(afix) >0 véimoix € ).

X | -0 +o0 X I—co +0

R et
Honm 4o km o mmE. s b
2) A= 0| tam thitc bac hai c6 nghiém kép x; = "
a
a>0 a<0 Két ludn
Yi )’T
0 :i X |—0‘3 Xp +o0
Slx) ; :
D - Cung dau .:; Cing dau
xu vé‘] i I \di o
X I—oo X +00 X I —o0 Xp +on
(af(x) > 0 véimoi x # xg).
ol + 0 o+ A l s f e

3) A > 0O (tam thic bac hai c6 hai nghiém x| va x, (x; < x;))

a>0 a<0 Két ludn
Y4 y
& | X Xyt
FZAED X X e i = Cling dau I Khde dﬁ'ul Ciing
) |véia 0 véia 0 dau véi a
T % o R E|TW O Gy # (afix) < 0 véi moi x €(x; ; x3), aflx) >0
fl + 0-0 + ] - 0+ 0 - v6i moi x €(—; x) U (xy; +0)).
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Céc két qua trén duge phat biéu trong dinh 1i sau day.

DINH Li (v& ddu ctia tam thiic bac hai)

: T 3
Cho tam thitc bdc hai fix) = ax™ + bx + ¢ (a # 0).
Néu A <0 thi fx) cing ddu voi hé s6 a voi moi x € R.

Néu A= 0 thi fix) cung dduvor hé sé avor moi x # .
a

Néu A > 0 thi fix) ¢6 hai nghiém x| va x, (x; < x,). Khi dé, fix)
trdi dduvai hé sé a véi moi x nam trong khodng (x, ; x,) (tic la
VoI x| < X < xy), va x) ciang ddu véi hé s6 a véi moi x ndm

ngoai doan [x| ; x,] (titc la voi x < x| hode x > xy).

CHUY
Ciing nhu khi giai phuong trinh bac hai, khi xét ddu tam thitc bac
hai, ta c6 thé diing biét thite thu gon A' thay cho A va ciing dirge cdc
két qua tuong tur.
Vidul. fix)= 2w —x+1>0véi moi x € R vi tam thic Aix) c6A=-T7<0
vaia=2>0. O

Vi du 2. Xét ddu cna tam thite bac hai f(x) = 3 — B2,

4-510  _4+40

Giai. Vi a = 3 > 0 va f(x) c6 hai nghiém x, = 3 X, 3
(dé thily x; < x») nén flx) > 0 (cing diu véi @) khi x € (=0 ; x;) U (x ; +0), va
flx) <0 (trdi dau véi @) khix € (x| ; x,). O
Ciing c6 thé ghi két qua trén trong bang xét dau ctia f{x) nhu sau :
X —0 Xy Xy +o0
fx)=3x% - 8x + 2 £ B = 8 &

H1| Xét dau ctia cac tam thuc bac hai sau :

a) fx)= =22 +5x+ 7 ; b) g(x)=-2x"+x43-7 ; ) h(x)=9x> -12x +4.
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49.

Nhdn xét

Tir dinh 1i vé d4u ctia tam thite béc hai, ta thi'y chi c6 moét trudng hop duy nhat
trong dé diu cta tam thitc khong thay déi (luén 4m hoac luén duwong), dé 1a

khi A < 0. Lic d6, dau cua tam thite tring véi dau ciia hé s6 a. Do d6, ta c6

a >0
A0
a<0
Al O 8

Vx e R, cm‘2 +bhbx+ec>0 {

Vx e R,ar2+hr+c'<0<:>{

Vi du 3. Véi nhitmg gia tri ndo cha m thi da thire fix) = (2 - m)..\f2 2 ]
luén duong ?

Gidi. Véi m = 2 thi fix) = —2x + 1 14y ca nhimg gid tri am (chang han

f(1)=—1). Do d6, gid tri m = 2 khong thoa min diéu kién doi hoi.

Vé&im # 2, f(x)la tam thicc bac hai véi biét thire thu gon A'=m — 1. Do dé

Sme],

a=2-m>0 m<?2
Vx,fix) >0 &

Al=m-1<0 m <1

Viéy véi m < 1 thi da thite f{x) luén duong. O

H2| Voi nhimg gia tri nao ciia m, da thic f(x)=(m—-Dx*+Q2m+1Dx+m+1 am vdi

moix thuéc R ?

Cau hoi va bai tap

Xét diu cic tam thire bac hai sau :

a) 3.1’2— 2x+1; b) —.r2+4.r— I s
&) - fBx + % : d) (1-42)x? - 2x + 1+4/2.

50. Tim cac gi4 tri clia m dé mdi biéu thite sau luén duong :
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a) (m2+2).r2— 2m+1)x+1; b) (m+21r2+2(m+21r+m+ 3



51. Tim céc gi4 tri clia m dé mdi bi€u thite sau luén Am :

) x>+ 2m2x—2m® - 1; b) (m — 2% = 2m — 3w +m— 1.

52. Chitng minh dinh 1i vé ddu cta tam thic bac hai.

Hudng dan. Vi cic trudng hop A < 0 va A = 0, str dung hé thirc da biét

2 2
) b A _glr b A
_ﬂ.’(} = ﬂ{[l + Z} - m] hay (If(.)() =da |:[.1 = g] - m]

Trudng hop A > 0, sir dung hé thire da biét
fix) = alx — x;)(x — x,) hay afix)= ag(.r — xp(x = x3),

trong dé x; va x, 1a hai nghiém cua tam thirc bac hai f(x).

BAT PHUONG TRINH BAC HAI

1. Dinh nghia va cach giai

Bdt phuwong trinh bdac hai (dn x) la bdt phicong trinh ¢é mot
trong cac dang fix) > 0, fix) <0, fix) = 0, filx) <0, trong do fix) la

mot tam thiic bac hai.

Cdch gidgi. Dé giai bt phrong trinh bac hai, ta 4p dung dinh 1{ vé dau ctia tam
thire bac hai.
Vi du 1. Giai bat phuong trinh
2x* = 3x +1> 0. (1)
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a T - - r . . l w -,
(riai. Tam thire bac hai 2x% = 3x + 1 ¢6 hai nghiém x; = 3 va x, =1 vacd
hé s6 a = 2> 0 nén

2 |
2x —3.1’-|—1>0<=>.I<Ehof_1c:.r>l.

1

;E)u(l 4+ o0),

Vay tap nghiém cua (1) 1a (—co

Ta bi€u dién tap nghiém ctia (1) trén truc s6 (h.4.9). ]

Y .

i 1
2

Hinh4.9

H1| Tim tap nghiém ciia cac bét phuong trinh sau -

a) x2+5x+4<0 ; b) -3x* +24Bx <1 ; c) 4x-5< %_H.

2. Bat phuong trinh tich va bat phuong trinh chita 4n & mau thic
Vi du 2. Giai bat phuong trinh
e
2x°+3x-2 <7

x2-5x+6
Giai. Ta xét dau cua biéu thire
. 2x%+3x-2
fix) = 5 ;
X =5x+6

e R ; Gom e ; o
Tt thire 1a tam thire bac hai c6 hai nghiém -2 v =1

et

Mau thire 14 tam thite bac hai ¢ hai nghiém 2 va 3.

Dau cua f(x) duoc cho trong bang sau

X —0 -2 % 2 3 +o0
x4+ 3x -2 + 0 = 0 +
.r2 -5 +6 £3 + + 0 -
flx) # B = 0 & || - +
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Tap nghiém ctia bat phuong trinh di cho 1a
(—w;—2]u[%;2}u(3;+oo). O

H2| Giai bat phuong trinh
(4-2x)x2 +Tx+12)< 0.

Vi du 3. Giai bat phuong trinh
2x* ~16x+27
22

x*=Tx+10
Gidai. Bit phuong trinh da cho tuwong duong voi
-
2,&2 16_x+27_250. 1)
x“=Tx+10
Taco
222 = 16x+27-2(x - Tx+10) o
(1)< 5 <0 & 7 - <0.
x“=Tx+10 x“=Tx+10
Dau cna fix) = 2_2'1/ call duoc cho trong bang sau day.
x“=Tx+10
> —0 2 A 5 +00
2
—2x+7 + + 0 - -
x* =T 16 ¢ O - - 0 +
) 4 - 0 =
Téap nghiém cua bat phwong trinh da cho la
~ o ]
[2;5} U () +m0). O

3. Hé bat phuong trinh bac hai

Vi du 4. Giai hé bit phwong trinh
3° —Tx42 5 0
(I)

% gy B 0,
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Cdch giai. Muén giai hé bat phuong trinh bac hai mét an, ta giai riéng timg
bt phuong trinh clia hé réi 1dy giao cta cdc tip nghiém tim duoc.,

7 s # # # . 1
Bat phuong trinh thit nhét c6 tap nghiém 8, = [—0’3 : 5] U (2 ; +o0).

; ; g 3
Bat phuong trinh thir hai ¢6 tap nghiém S, = (—1 : 5]

Muén tim §; M S, , ta c6 thé bi€u dién cdc thp nay trén truc s6 bang cdch 1an
lrot gach bo céce phan khong thudce S, va cdc phan khéng thude ,. Phan con
lai khong bi gachla §=5, n S, (h.4.10).

3

Hinh 4 .10

njui

: 5 -~ 1
Tir d6 suy ra tap nghiém cua hé [a § = [—l : 5]

Trong thue hanh, bai giai vi du 4 thudong dwge trinh bay nhu sau.

Giai. Ta cé

X < L3 hodac x > 2 |
(I e &S —l<x<—.
3 3
s x—
L 2
; R g 5 4 A 1
Tép nghiém cua bét phuong trinh da cho 1a khoang [—1 : E] O

H3| Gidi hé bat phuong trinh

2x+1>5
22— 9x+7<0.
Vi du 5. Tim cdc gi4 tri ctia m dé bat phuong trinh sau vé nghiém

(m—2)x% +2(m+ Dx +2m > 0.

Gidi. Dat fx) = (m — 2)x> + 2(m + Dx + 2m.

Bat phuong trinh da cho v6 nghiém khi va chi khi f{x) < 0 véi moi x € R.



S53.

4.

S5,

56.

2
Véi m=2,tacéfix)= 6x+4.Khidd, fix) <0 x < —3 .

Gia tri m = 2 khong thoa man diéu kién doi hoi.

Véi m# 2, tacdfix) <0vsimoix € R khi va chi khi {

A<D
m-2<0.

Thay A' = (m + l)2 —2m(m—2)= —m® + 6m + 1 vao hé trén, ta c6

m

{—mz +6m+1<0
—

-2<0

Vay bit phuong trinh di cho vé nghiém khi va chi khi

Giai cac bt phuong trinh sau :

a) —53{2+£Lr+ IR =6
c) 3.r2—4.r+420;

Giai céc bit phuong trinh sau

a) -

&) (2x+ D +x-30)20;

Y2 -~ Ox +14
i

0;
x2 —5x+4

mgfa—m.

Cau hai va hai tap

b) 16x% +40x + 25 <0

i, LT Ry
<

A’ —x-6<0.

b)

<-1;
22 =Ty 1)

-3’ <o

Tim cdc gi4 tri cia m dé méi phwong trinh sau ¢é nghiém :

a) (m— 5))(2 —dmx+m-2=0;
b) (m + Dx*+ 2(m —1)x + 2m — 3= 0.

Giai cac hé bat phuong trinh :

a) <

c) <

(952 £ 9%+ 7 >0

x..l’2+.t'—6<0;

(L2x2 _5x+4<0

Y e |

b) ¢

d) ¢

(422 —5x-6<0
ol s (D50
(952 L6 50

|3x® - 10x+ 3> 0.

mg3—m110€1f3”723+m<:>m£3—m-

145



Luyén tap

57. Tim céc gi4 tri clia m d€ phwong trinh sau ¢é nghiém

.r2+(m—2)x—2m+3=0.

58. Chitng minh rang cic phuong trinh sau vé nghiém dit m 14y bat ki gid tri nio :
a) X - 2(m+ 1)x + Im>+m+3=0 . b) (n12 + 1),1'2+ 2m+2x+6=0.
59. Tim céc gi4 tri clia m dé bat phuong trinh
(m—1)x* = 2(m + 1)x + 3(m—2)> 0
nghiém ding véi moi x € R.

60. Giai cac bét phuong trinh sau :

X - x° 1 1
a) 2 - =0 b) 5 L= .
X“+5¢+6 = 8l X —"TR 10

61. Tim tip x4c dinh clia méi ham s6 sau :

2 :
0 y= e 3)(-24); P

2x% 4 3x + 1

62. Giai cdc hé bat phuong trinh :

J4.r—3<3.r+4 %% O — T%0
a) ' b)
|x* - Tx+10<0; 2 +x-6<0;
r..rz -9<0
c) <

((x - DBx* +7x + 4) 2 0.

63. Tim cdc gid tri clia @ sao cho v&i moi x, ta luén c6

2
y X +5x+a <7

T ox2-_3x+2

64. Tim céc gid tri cia m dé hé bat phuong trinh sau ¢é nghiém :

Y2 4+2x-15<0
(m+1)x = 3.
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MOT sO PHUONG TRINH VA
- BAT PHUONG TRINH QUY VE BAC HAI

1. Phuong trinh va bat phuong trinh chita an trong dau gia tri tuyét doi

Vi du 1. Giai bat phuong trinh xv* — x +|3x - 2| > 0.

Giai. Trude hét, ta bd diu gid tri tuyét doi.
Neu3x—2>0thi—x+|3x-2|=x’—x+GBx—2) =2+ 2x - 2;
Neu3x—2<0thia’—x+|3x—2|=x’-x—-Bx-2=x" - 4x+2.

Do dé, bat phuong trinh da cho twong duong voi :

A—2 =20 Ax= 220
@D, hoge (II) 4
X4+ 2x-2>0 X —4x+2 > 0.

Noi cich khéc, tip nghiém cua bit phuong trinh da cho 1a hop cdc tip nghiém
cua hai hé bat phwong trinh (I) va (II).

Ta cé
2
X =—
(1) & 3 & x> -1+40.
x<—-1- \Ehoac.r>—l +-\E
1
(H)‘{:) . 3 <:>.X<2—'J§.

.r<2—\5h0§1c .r:>2+\5

Tap nghiém cua bat phuong trinh 1a (-0 ; 2 — J2) U (-1 + o Bt s ), O

H1| Gigi phuong trinh x> - 8x + 15| = x - 3.
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2. Phuong trinh va bit phuong trinh chita 4n trong dau can bac hai

Khi giai phwong trinh hodc bat phuong trinh chita 4n trong diu can béc hai, ta
thire hién mot s& phép bién d6i trong dwong dé dira né vé moét phuong trinh
hodc bat phwong trinh khéng con chita 4n trong didu can bac hai. Trong qué
trinh bién déi can luu y

— Néu cdc diéu kién xdc dinh cua phuong trinh hoac bat phwong
trinh va néu diéu kién cta nghiém (néu cod) ;

— Chi binh phuong hai v& ctia phwong trinh hoac bt phuong trinh
khi ca hai v& déu khéng am.

Gop cic diéu kién dé véi phuong trinh hoac bat phuong trinh méi
nhin duoc, ta ¢6 mot hé phrong trinh hoac bit phuong trinh tuong
duong véi phuong trinh hoac bdt phuong trinh dia cho (tdc la
phuong trinh hoac bat phuong trinh da cho va hé thu dugc c6 cung
tip nghiém).

O day, ta chi xét mot s6 vi du don gidn.

Vi du 2. Giai phuong trinh \/3..1'2 F+2 x40 = Qx4 1,

Phdan tich. Diéu kién x4c dinh cta phuong trinh di cho la

3x” + 24x+22 > 0. (1)
Dé thdy nghiém ctia phuong trinh di cho phai thoa min diéu kién
2x+120, (2)

Véi cdc diéu kién (1) va (2), phwong trinh da cho twong dwong vd&i
phuong trinh
3%+ 24x +22= (20 + 1)°. (3)

Hién nhién (3) kéo theo (1). Do d6, nghiém cta phwong trinh da cho 1a
nghiém cua phuong trinh (3) thoa man bit phuwong trinh (2). N6i mét cach
khac, phwong trinh da cho twong dwong véi hé gom bat phuong trinh (2) va
phuong trinh (3).

Sau day la bai giai vi du 2.
Giai. Phwong trinh da cho twong dwong véi hé

2x+120,
(I) 2 2
3%+ 24x+22 = 2x+1)2.
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Ta co

1
Xy xz—l,
(I) < 2 = 2 = il

2 -20x-21=0 x=-1 hodc x=21

Nghiém ctia phuong trinh di cho 1a x = 21.

H2| Gigi phuong trinh 2 + 56x + 80 = x + 20.
p g

Vi du 3. Giai bat phuong trinh \/.rg -3x-10 <x -2,
Phan tich. Diéu kién xdc dinh ctia bat phwrong trinh da cho 1a
X B 1020,
Dé thiy nghiém cua bit phwong trinh di cho phai thoa man diéu kién

b s e | 8

(1)

(2)

Véi hai diéu kién (1) va (2), bat phuong trinh di cho tuwong duwong véi bat

phuong trinh
X [0 9.

(3)

Nhu vay, bat phrong trinh da cho tuwong dwong véi hé gébm ba bat phuong

trinh (1), (2) va (3).
Sau day la bai giai vi du 3.
Giai. Bat phuong trinh dé cho twong duong véi hé
[.rz ~3x-1020
D<ix-2>0
sz ~3x-10 < (x - 2)%.
Tacéo

x <-2 hodcx =25
(L)< sz 2 = S<x< 14,
x<14

Tap nghiém ctia bit phuong trinh da cho 1a [5 ; 14).

H3| Gidi bat phuong trinh x> —2x-15 < x-3.
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Vi du 4. Giai bat phuong trinh Vi —dx > x-3.

Phdan tich. Diéu kién x4c dinh cta bat phuong trinh da cho 1a
x>, (1)
Dé khir dau can chira an, ta xét hai truong hop

Truong hop 1

x-3<0. (2)
Hién nhién, nghiém chung cta (1) va (2) 1a nghiém clia bit phuwong trinh da
cho. N6i mét cach khac, trong trrong hop nay, bat phuong trinh da cho twong
duong véi hé gém hai bat phuong trinh (1) va (2).
Truong hop 2

x-3=20. (3)
Véi cdc diéu kién (1) va (3), bat phuong trinh di cho twong dwong véi bat
phuong trinh ’ ’

X - Ax > (x- 3)% (4)

Hién nhién (4) kéo theo (1). Do dé, nghiém chung ctia hai bat phuong trinh
(3) va (4) 1a nghiém cua bat phwong trinh da cho. Néi cich khac, trong trrong
hop nay, bat phuong trinh dd cho twong dwong véi hé gébm hai bit phuong
trinh (3) va (4).
Sau day la bai giai vi du 4.

Giai. Bat phuong trinh da cho twong duong véi

- IR x-3=20
@4 T2 hoge {7, :
x—3<0 x“—4x >(x-3)".

x =0 hoac x=4
(I < x<0,

53 X=3 9
(I & &3 09 & x>—.
2x>9 X 5 2

Nghiém cta bat phuong trinh da cho la

" 9
x<0va x > —.

Tap nghiém cta bat phuong trinh da cho 1a (—e ; 0] W [% ;+oo]. ]

H4| Gigi bat phuong trinh {x” =1 > x + 2.




Fy ? - % - r
Cau hoi va bai tap

65. Giai cdc phuong trinh va bat phuong trinh sau :

a) |.\-2 = 5.r+4| =2 +6x+5; b) [x-1|=2x-1;

: .r2—1|.

2

R |

rx-1|<2w+5; d)

c) |— b

66. Giai cac phuong trinh sau :

2) V22 +dx—1=x+1; b) V4x? + 101x + 64 = 2(x +10) ;

c) W+ 2x = -2x% —4x + 3 : d) J(r + l)(.r + 2) = x? +3x - 4.

Huéng dan. c) Dat y= vl + 2x, y = 0, ta duoc phuong trinh y = — 2}"2 + 3.

d) Vix+ 1)(x +2) = .r2 + 3x + 2 nén dat y = \/_1‘2 +3x+2,y20,ta duge

phuong trinh y = yz =18,

67. Giai cac bt phuong trinh :

a) \/_.\‘2+x—6<:.r—1 :

c) 2x% -1 >1-x;

68. Tim tap xdc dinh cia moéi him sé sau :

a)y= ﬂ.r2+3.1.'~—4|—x+8 £

l 1

c)y—J, = :
%~ Te4S5 .%° 49245

b) V2x -1 <2x-3;

37 st By I 5B o

B e x? 4 x 41 ‘
T f|2xe-1|-x-2

d) v= \/\/.rz - 5x-14 - x + 3.
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/XET DAU PHAN THUC HOU Ti
" BANG PHUGNG PHAP KHOANG

Biéu thic cé dang %, trong dé P(x) va Q(x) la nhilng da thic, dudc goi la mét
X

phéan thirc hiu fi.
Ngudi ta chimg minh dugc rang : Néu cac da thirc P(x) va Q(x) c6 cac nghiém

Xy X2,..., X, 36i Mot khac nhau va x; < x, < ... < x, thi rén méi khoang

- IR T I GO ) T SR, ) (PR )

phan thiee 2% giormet d&u khéng dé.
Q(x)
Ap dung diéu khdng dinh trén, mudn xac dinh dau cla % rén moi khoang da
X

néu, ta chi can tinh gia tri clia phan thirc tai mot diém nao dé clia khoang.

Phuong phap dudc sir dung dé xét dau phan thic hiu fi trong cac vi du sau day
dudc goi la phuong phap khoang.

Vi du 1. Xét diu clia phan thic hitu ti

fx)=

T s P
xt—x-12 .
Giai. T(r thirc
3 2 2 2
2x +3x = 2x=-3=2(x - D)+3x - D=(2x+3)x+Dx=-1)
c6 cac nghiém la —%, -1 val.
Mau thirc 1a tam thirc bac hai ¢é cac nghiém 1a -3 va 4.
Ta viét phan thic dudi dang

(2x +3)(x+1)(x-1)

Al
)= -9
va sap xép cac nghiém cla tr thirc va mau thie cla f(x) theo th(r tu tAng dan
-3, —E, -1,1, 4.
2

Cac nghiém nay chia R thanh sau khoang

(oo ; =3), [—3;—%], [-% ;—l], (=1; D, (1;4)va@; +m).



Ta xac dinh dau cla f(x) trén méi khoang da néu.
Ta c6 £{0) = :II > 0, do d6 f{x) > 0 trén khoang (-1 ; 1). Khi x qua diém 1, chi ¢6 nhi

thirc x — 1 d6i dau, cac nhij thic khac déu gilt nguyén dau; do dé f{x) ddi dau. Vi vay,
f(x) < 0 trén khoang (1 ; 4). Khi x qua didm -1, chi ¢é nhij thitc x + 1 d&i ddu, do d6 f(x)

e ~ ~ -~ k4 3 at - - ¥ d . A
déi dau. Vi vay fix) < 0 trén khoang [—5 ;—]]. Dau cla f(x) trén cac khoang con lai

duoc xac dinh mét cach tuong tu va ta dude bang xét dau sau :

X -0 -3 —E -1 1 4 +w
2 O
.ﬂ.r)| = NI = 0 ~= 0 0 = || =
Vi du 2. Xét dau biéu thic
P() = 0 + 2 4. 1)2x - NP = Se+.4).
Gidi. Tam thiic bac hai x> + 2v + 1 = (x + 1)* ¢6 nghiém kép x = —1. Nghiém cla nhi
thirc bac nhat 2x - 1 la é Nghiém ciia tam thic bac hai x> — 5¢ + 414 | va 4. Ta viét

biéu thirc da cho duéi dang
P(x) = (x+ 1’2x - D(x — D)(x — 4).
Céc nghiém clia P(x) sdp xép theo thr tu ting dan la
1
-1, —, 1 va4.
s

Céc nghiém nay chia IR thanh n3m khoéng

(=00 ; =1), [—I;éj, [%, ]], (1:4)va @ +m).

Ta xac dinh d&u clia P(x) trén mdi khoang da néu.

. . ﬁ . 1 : a1 T
Tacd P(0)=-4<0. Do d6 f(x) < 0 trén khoang (-1 ; E). Khi x qua diém 3 chi ¢é nhi

thite 2x — 1 d8i ddu. Do d6 P(x) d6i dau va ta cé P(x) > O trén khoang [é ; |]. Tuong

tu, P(x) &m trén khoang (1 ; 4) va duong trén khoang (4 ; +).

Nhan t&r (v + 1) bang 0 tai diém x = —1, nhung luén duong véi moi x # —1 nén khi x
qua diém -1, P(x) khong d8i dau. Do d6, P(x) < 0 trén khodng (- ; —1). Ta ¢ bang xét
dau sau :

1 £
2 O
0 + 0 - 0+
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Luyén tap

69. Giai cac phuong trinh va bat phuong trinh sau :

o :
2) x 2:2; b) 3x+4 <3
x+1 x -2
2x—3
o|[=——|>1; d) |2x +3]=|4-3x].
x-3
70. Giai cac bat phuong trinh sau :
) |- Sx+4| <0 +6x+5; b) 4x% +4x - |2x +1| 2 5.
71. Giai cidc phuong trinh sau :
a) V5x? — 6x— 4 = 2(x - 1); b) va? +3x +12 = 22 + 3,
72. Giai cdc bat phwong trinh sau :
a) Va2 + 6x+8 < 2x+3; b e i §
‘JJ‘Z - 3x-10

¢) 64f(x — 2)(x = 32) < x? - 34x +48.

Huéng dan. c) Pat y= \/(.w.- -2)(x-32) = \/.rz — 34x + 64 .

73. Giai cdc bat phurong trinh sau :

8) 22— Hm 12 B ; by —dx—10 59543

Nx +5
l-x
74. Tim c4c gia tri ctia m sao cho phurong trinh

Pl (1- Qm),rz +m?-1=0

]y

c)

a) V6 nghiém ;
b) C6 hai nghiém phén biét ;
c¢) C6 bén nghiém phan biét.
75. Tim cdc gia tri cia a sao cho phrong trinh
(a — 1)3{4 —ax*+a*-1=0

c6 ba nghiém phan biét.
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76.

s

78.

79,

80.

81.

Cau hai va bai tap dn tap chuong IV

Chitng minh céc bat dang thiic :

a) |a+b|<|l+ab|véila|<1,|b|<1;

1 1 1 T ;
b) + + .. +—=>—véimoine N¥;
n+l n+2 n 2
a+b a b S T TR
c) < véi moi a =0, b = 0. Khi nao dang thitc xay ra ?

l+a+b _1+u+l+b
Chitng minh cdc bat dang thitc sau:

aya+b+c 2 M+M+mvéiaz(),h20,r20. Khinéocédﬁngthfrc?
b) a’b? + b%c? + c2a? > abt‘(a + b+ c') véi moi a, b, ¢ € R. Khi nao c6
dang thiic ?

Tim gia tri nho nhit cua cdc ham s6 sau :

1
Xig —
&

x% 4D .
\}.1’2 + 1

Tim céc gia tri ctia tham s6 m sao cho hé bat phuwong trinh sau c¢6 nghiém

7 3 13

1
—_— ul‘ — — — — —
6 2 2 3

mz.r +1> m4 - X.

a) f(x)= b) g(x) =

V&i cdc gid tri nao cta m, bat phwong trinh (m2 + l)x +m(x+3)+1>0
nghiém ding véimoix € [-1 ;2] ?
Giai va bién luén cdc bat phwong trinh sau :

a) AL (3a — 2),\’ +3; b) Do (m - 9)1 +m*+3m+420.

. Giai cdc bat phuong trinh sau :

i x-2 T b) 2x% —10x + 14 s 1
$ Ox + 20 , e, R '
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83. Tim cdc gia tri cia m sao cho R 13 tAip nghiém ctia méi bat phuong trinh sau :
a) (m—4)x" = (m-6)x+m-5<0;
b) (m” - 1)x*+ 2(m + 1)x +3 > 0.

84. Giai ciac phuong trinh sau :

a) .r2—2.r—3:2.r+2; b)\'.rg—4:2(l—~j§).

85. Giai cdc bat phwong trinh sau :

a) J.r2—41‘—12 <x-—-4; b) (,1'—2)~J.r2+4 g.r2—4;

c) 3 —8x 22(.r+1); d) (r+3)<6—x2—3x.
86. V&i cdc gia tri nao cua a, cidc hé biat phuong trinh sau ¢6 nghiém ?
2y -8 dx +1<Tx—2,
2 X Jx+6<0 b) )
ax +4 < 0; x“—=2ax+1<0.

Trong cdc bai tdp tir 87 dén 89, moi bai ¢c6 bén phiwong dn trd loi, trong dé
chi ¢c6 mot phirong dan tra loi diing, hay chon phuwong dn dé.

87. a) Tam thitc bac hai f(x) = x? + (1 . J:T;)_r B SR 4

(A) Duwong véimoix € R ; (B) Amvéi moix € R ;

(C) Am véi moi x € (— ) (D) Am véi moix e (- ; 1).
b) Tam thite bac hai f(x)—( JE) 2 (5—4\/5),»‘-—3\/5%:

(A) Duong véimoix € R ; (B) Dwong v61 moi x € (—3 g ﬁ) :

(C) Duong véi moi x € (—4 .2 ) . (D) Am véi moix € R.
¢) Tap x4c dinh clia hAm s6 f(,r):‘j(2—\/§)_r2 +(15—7\/§),‘:+25—10w/§ 12
(A)R; (B) (-3 1) ; (O [-5;11; (D) [-5; +/51.

88. a) Tap nghiém chia bat phwong trinh
(3-242)x% - 2(3v2 - 4)x + 6(242 - 3) <
la

A) [V2:332]; B o1l ©Fl+0); (D) WV2)
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b) Tap nghiém ciia bat phwong trinh (2 +NT)x% +3x—14- 4T 20 I

(A)R; B) (-0; —TTU2;+0);
(©) [-22;51; (D) (05 =TT U1 ;5 +o0).
c) Tap nghiém ctia bat phuong trinh

x=1)(x -1

(-n-n)

x? +(1+2\E)r+2+\/§
la
(&) (-1-42 3 ~2) ; B) (~1-42 3 1];
(© (-1-+2 ;-42) U {1} ; (D) [1 ; +20),
89. a) Nghiém ctia phuong trinh \/.1’2 +10x — 5 = 2(-r — l) la
(A)x=%; (B) x=3-+6 ;
(C) x=3++6 (D) x, =3++/6 vax,=2.
b) Tap nghiém ctua bat phwong trinh J(l +4)(6-x) <2(x+1) 12
V109 -3

(A) [-2;3]; (B) { 5 ;6} ; (O [1;6]; (D) [0 7].

c) Tap nghiém cua bat phuong trinh JQ(I - 2)(11’ -5)>x-31a
(A) [-100; 2] ; (B) (= ; 1] ;
(C) (~0; 2] U [65 +0) ; (D) (~0 ;2] U (4+4/5 ; +o0).
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Trong doi sdng hién nay, Théng ké dang ngay cang trd nén
¢én thiét va quan trong déi v8i moi nganh kinh t8 xa héi. Thng
ké giGp ta phén tich cac s liéu mét céch khach quan va nit ra
nhiéu thdng tin &n chia trong c4c s4 liéu d6. DE hiéu duoc diéu
d6, ching ta can biét cach trinh bay céc s4 liéu thong ké, cach
tinh cac s6 déc trung clia cac 6 liBu va hidu ¥ nghla clia ching.
Chéc chdn chang ta sé tim thdy céc ing dung ca Thdng ké
ngay trong cac hoat dong cla truong hoc.
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1.

MOT VAI KHAI NIEM MO DAU

Thong ké 1a gi ?

Nhitng thong tin duéi dang s6 liéu rit phé bién trong khoa hoc va doi séng.
Khi doc mét t& bdo, nghe mét ban tin trén truyén hinh,... ching ta thudng bat
gap nhitng con sd théng ké.

Thong ké la khoa hoc vé cdc phuong phdp thu thap, to chiic, trinh bay, phdn

tich va xuli sé liéu.

Théng ké gitp ta phan tich cac s6 liéu moét cach khach quan va rit ra cac tri
thirc, thong tin chita dung trong cdc s6 liéu d6. Trén co s& nay, ching ta mdi
cé thé dua ra duoc nhitng du bdo va quyét dinh ding dan. Vi thé, théng ké cin
thi€t cho moi luc luong lao dong, dac biét rat can cho cdc nha quan 1i, hoach
dinh chinh sdch. Ngay tir diu th€ ki XX, nha khoa hoc ngudi Anh, Oen
(H.G.Well) da du bdo nhu sau : "Trong mét tuong lai khéng xa, kién thiic
thoéng ké va tu duy théng ké sé tro thanh mét yéu t6 khong thé thiéu dioc
trong hoc vdn phé théng ciia méi céng dan, giong nhu la kha ndng biét doc

biét viét vay"”.

Mau so6 liéu

« G 16p 7, ta di lam quen v&i khai niém dau hiéu, don vi diéu tra va gia tri cua
ddu hiéu.

Vi du. D€ diéu tra vé s6 hoc sinh trong méi 16p hoc & cap Trung hoc phé

théng (THPT) clia Ha No6i, ngudi diéu tra dén mot s6 16p hoc va ghi lai si s6

ctia mbi 16p d6. Sau day 13 mot doan trich tir s6 cong tic ctia ngudi diéu tra :
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STT Lép S6 hoc sinh
1 10A 47
2 10B 55
3 10C 48
4 10D 50
5 10FE 50
6 11A 45
7 11B 33
8 11C 48
g 11D 54
10 11E 55

Trong vi du trén, ddu hiéu X1a s6 hoc sinh clia méi 16p, don vi diéu tra 1a mét
16p hoc cap THPT cua Ha Néi, gia tri cua diu hiéu X (ki hiéu x) & 16p 10A 1a
47,616p 10B 1a 55, ...

Mot tdip con hitu han cdc don vi diéu tra dicoc goi la mot mau. S6
phdn tit clia mét mau dwoc goi la kich thuée mau. Cdc gid tri ciia
ddu hiéu thu duoc trén mdu duoc goi la mot mau sé liéu (maoi gid tri
nhu thé” con goi la mot sé'liéu cua mdu).

Néu céc s6 1iéu trong mau duoe viét thanh diy hay thanh bang thi ta con goi mau
s6 liéu do la day so'liéu hay bang sé'liéu.

Trong vi du trén, chung ta ¢6 mét mau la cac 16p {10A ; 10B; 10C ; ...; 11D ; 11E}
va mau s6 liéu 12 {47 ;55 ;48 ; ...; 54 ; 55}, kich thudc mau bang 10,

« Néu thue hién diéu tra trén moi don vi diéu tra thi d6 1a diéu tra toan bé.

Néu chi diéu tra trén mot miu thi dé 14 diéu tra mdu.

H1| Nguoi diéu tra phai kiém dijnh chét luong cac hop sita ciia moét nha may ché

bién sita bang cach md hop sita dé kiém tra. Co thé diéu tra toan bo hay khéng ?

» Diéu tra toan bo doi khi khéng kha thi vi s6 luong cdc don vi diéu tra qud
16n hoac vi khi muén diéu tra thi phai phd huy don vi diéu tra. Ching ta

thuong chi di€u tra mau va phan tich x& 1i mau s6 liéu thu dugc.



1:

&

Cau hoi va hai tap

2 . R a o . =~ m . . ~
Deé diéu tra s6 con trong moéi gia dinh & huyén A, ngudi ta chon ra 80 gia dinh,
théng ké s6 con cta cdc gia dinh dé va thu duoc mau s6 liéu sau :

2 4 3 2 0 2 2 3 4 3
2. 2% 3 42 1 2 2 2 3 2
9 2 F 3 4 2 2 2 3 2
3 5 2 1 2 4 4 3 4 3
4 4 4 4 2 5 1 4 4 3
3 4 1 4 4 2 4 4 4 2
3 2 3 4 5 6 2 5 1 4
1 6 5 2 1 1 2 4 3 1.

a) Dau hiéu va don vi diéu tra & day 1a gi ? Kich thudc méu 12 bao nhiéu ?
b) Hay viét cac gid tri khac nhau trong méu s6 liéu trén.

Diéu tra vé dién nang tiéu thu trong mét thing (tinh theo kW.h) ctia 30 gia
dinh & mét khu phé A, nguoi ta thu duoc mau sé liéu sau :

165 8 65 65 70 50 45 100 45 100
100 100 100 90 53 70 141 42 50 150
40 70 84 59 75 57 133 45 65 U5,

Ciing hoi twong tu nhu trong bai tap 1.

TRINH BAY MOT MAU SO LIEU

Bang phan bé tan sé - tan suat

Vi du 1. Khi diéu tra vé nang suat cua mét giéng lia mdi, diéu tra vién ghi lai
nang sut (ta/ha) ctia giéng lia dé trén 120 thira ruéng cé cting dién tich 1ha.
Xem xét mau s6 liéu nay, diéu tra vién nhan thiy :
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10 thira ru6ng cung c6 nang suét 30 ;

20 thira ruéng cting c6 nang suat 32 ;

30 thira ruéng ciung c6 nang suat 34 ;

15 thira ruéng cung cé nang suat 36 ;

10 thira ruéng cung c6 nang suat 38 ;

10 thtra ruéng cung c6 nang suat 40 ;

5 thira ruéng cung c6 nang suét 42 ;

20 thira ruéng cting c6 nang suét 44,
Trong mAu s6 liéu trén chi ¢6 tim gid tri khdc nhau 14 : 30 ;32 ;34 ; 36 ; 38 ;
40 ;42 ; 44. Mbi gia tri nay xuét hién mét s6 1an trong mau s6 liéu. 0

86 ldn xudt hién cia moi gid tri trong mau sé liéu ditoc goi la

“ tian so6 ciia gid tri do.
Ta c6 thé trinh by gon gang méu s6 liéu trén trong hdang phdan hé tan s6 (goi
tat 14 hang tdan so6) sau day.

Giatri(x) [ 30 | 32 | 34 | 36 | 38 | 40 | 42 | 44
Tans6(n) | 10 | 20 [ 30 | 15| 10 [ 10| 5 | 20 | N=120

Bang 1
Néu mudén biét trong 120 thira ruéng, c¢é bao nhiéu phin tram thira ruéng cé
nang suat 30, 32, ... ta s€ phai tinh thém tan suit cia moi gia tri.
Tan sudt f; ctia gid 1ri x; la 11 56 giita tan s6 n; va kich thuéc mau N
H.

=

Ngudi ta thudng viét tin suit dudi dang phin tram.
B6 sung thém moét hing tan suit vio bang 1, ta nhan dugc hang phdn bé tdn
s6 - tdn sudt (goi tat 12 bang tan s6 - tan sudt) sau day .
Gia tri 30 32 34 36 38 40 42 44
Tan so 10 20 30 15 10 10 5 20 [ N=120
Tan suat %| 83 [ 16,7 | 250|125 | 83 | 83 | 42 | 16,7

Bang 2
CHUY
a) Trén hang tin s6, ngudi ta thuong danh mét 6 dé ghi kich thuéc
méau N. Kich thuée mau N bang téng cac tan s6.
b) Cé thé viét bang tin s6 - tiAn suit dang "ngang" (nhu bang 2)
thanh bang "doc" (chuyén hang thanh cét nhu bang 3).
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H1| Théng ké diém thi mén Toan trong ki thi vita qua ctia 400 em hoc sinh cho ta
bang sau day.

Piém bai thi Tén s6 Tan suat (%)
0 1,50
1 15 3,75
2 43 10,75
3 53 13,25
4 85 21,25
5 18,00
6 55
7 33
8 18
9 10
10 10

N =400
Bang 3

Pién tiép cac sé vao céac ché trong (...) d cbt tan sé va cét tan sudt trong béng 3.

Bang phan b6 tan sé - tan suat ghép l6p

Vi du 2. Chon 36 hoc sinh nam cua mot trudng THPT va do chiéu cao cia ho,
ta thu duoc mau s6 liéu sau (don vi : cm).

160 161 161 162 162 162 163 163 163 164 164 164 164
165 165 165 165 165 166 166 166 166 167 167 168 168
168 168 169 169 170 171 171 172 172 174.

Pé trinh bdy maiu s6 liéu (theo mot tiéu chi ndo dé) duge gon gang, stic tich,
nhat 12 khi c¢6 nhiéu s6 liéu, ta thuc hién viec ghép sé liéu thanh cdc 1p. O
day, ta ghép cdc s6 liéu trén thanh nam 16p theo cdc doan cé do dai bang
nhau. L&p thit nhat gém céc hoc sinh ¢6 chiéu cao nam trong doan [160 ;162],
16p thit hai gém c4c hoc sinh ¢6 chiéu cao nam trong doan [163 ;165], ... . Khi
do, ta s&€ c6 mdt bang nhu sau :

Lép Tan so6
[160; 162] 6
[163: 165] 12
[166 ; 168] 10
[169;171] 5
[d7 2z LT 3

N = 306
Bang 4
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Trong bang 4, tan soé cua maoi lop 13 s6 hoc sinh trong 16p d6.
Bang 4 duoc goi la bang phdn bé tan sé ghép lép (goi tat 12 bang tdn sé
ghép lop).

B6 sung mot cot tAn sudt vao bang 4, ta nhin duoc bang 5 sau

Lép Tans6 | Tan suat (%)
[160 ; 162] 6 16,7
[163 ; 165] 12 33,3
[166 ; 168] 10
[169 ; 171] 3
[172; 174] 3

N =36
Bang 5

Bang 5 duoc goi la bang phdn bé tan sé - tan sudt ghép lép (goi tat 1a hang
tan s6 - tan sudt ghép l6p).

H2| Hay dién cac sé vao ché trong (...) d ¢cot tan suét trong bang 5.

Trong nhiéu trudng hop, ta ghép 16p theo cdc nira khoang sao cho mit bén
phai cia mot mra khoang ciing 1a mit bén trai ctia nira khoang tiép theo.
Chang han, trong vi du 2, ta c6 thé ghép céc s6 liéu thanh nam 16p véi cdc

ntra khoang [159,5; 162,5) ; [162.,5; 165,5) ; ... . Ta c6 bang sau

Lép Tan s6 | Tan suat (%)
[159,5:162.5) 6 16,7
[162,5;165.,5) 12 33.3

[1655:1685) | 10 27,8
[1685:1715) | 5
[171,5;1745) | 3

N =36

Bang 6
3. Biéu do

Tue ngit ¢6 nhitng cau : "Tram nghe khéng bang mot thay" ; "Mét hinh anh
gid tri hon ngan 15i néi". DE trinh bay mAiu s6 liéu mot cach triue quan sinh
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dong, dé nhé va giy 4n tuong, ngudi ta st dung biéu dé. Sau day 14 mot s6

biéu dé théng dung nhat.

a) Biéu d6 tan s, tan suét hinh cét

Bi€u d6 hinh c6t 12 mot cdch thé hién
rit tot bang phan bé tan s6 (hay tan
suit) ghép 16p.

Vi du 3. Xét bang phan b6 tan s6 (bang 4)
chiéu cao cua 36 hoc sinh trong vi du 2.
Hinh 5.1 13 biéu dé tAn s6 hinh cot thé
hién bang 4 v&i cidch vé nhu sau
V& hai dudng thang vuéng géc.

Trén dudng thang nam ngang (ding 1am
truc s6), ta dinh diu cac doan xac dinh
16p, bat diu tir doan [160 ; 162] cho téi
doan [172 ; 174].

Tai m6i doan, ta dung 1én mét cét hinh
chit nhat véi ddy 1a doan dé, con chiéu
cao bang tin s6 cna 1ép ma doan dé
xac dinh,

Hinh thu duge dé 1a biéu dé tin sé

hinh cot. ]

¢ D61 vai cach ghép 16p nhu ¢ bang 6, ta
thé hién bang phan b6 tin s6 bang biéu
d6 hinh cdét nhu hinh 5.2. Trong truong
hop nay gitta ciac cot khong cé "khe ho".

Chiing ta ciing cé thé dung bi€u dé hinh
cot dé thé hién bang tin suit ghép 16p
g0i 12 bié¢u dé tin sudt hinh cét. Trong

truong hgp nay, cot hinh chit nhét s€ co
chiéu cao bang tan suét (tinh theo %).

b) Pudng gap khiic tan s6, tan suat

12+

10+

12 1

101

g -

G -

160 162 163 165166 168169171 172 174

Hinh 5.1

159,5 162,5 165,5 168,5 171,5 174,5
Hinh 5.2

H3| Hay vé biéu dé tan suét hinh cot thé hién bang 5.

Bang phan b6 tin s6 ghép 16p ciing c6 khi duge thé hién bang mot biu dé

khic goi la duong gdp khiic tan sé.
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Vi du 4. Xét bang phan bé tan s6 trong vi du 2 (bang 4). Dudng gip khiic tin
s6 thé hién bang 4 dugc vé nhu sau (h.5.3) :

Ta v& hai dudng thang vuéng gbc. Trén dudng thang nam ngang (diing lam
truc s6), ta danh diu cic diém Ay, Ay, Az, Ay, As, 6 d0 A; 1a trung diém cla
doan (hoac nira khoang) x4c dinh 16p thit i (i =1, 2, ..., 5). Tai mdi di€ém A,, ta
dung doan thang A,M; vuéng géc véi dudng thang nam ngang va c6 do dai bang tin
s6 ctia 16p thit 7 ; cu thé 1a A\ M, = 6, ..., AsMs5 = 3. V& cdc doan thang MM,
MMy, MMy, MyM5, ta duge mot dudng gap khic. D6 1a duong gdp khiic
tan so6 thé hién bang 4. 0

101

A i
161 164 167 170 173

Hinh 5.3

o Néu d¢ dai doan thang A;M, duge 14y bang tin sudt ctia 16p thii / thi khi vé
cic doan thang M, M,, M,M5, ..., MyMs, ta duge mot dudng gap khiic goi 13
duong gdp khiic tan sudt.

H4| Hay dién cac s6 vao ché tréng trong bang 6 r6i vé duong gap khic tan suat
thé hién bang do.

¢) Biéu d@o6 tan suat hinh quat

Bi€u dé hinh quat rat thich hop cho viéc thé hién bang phan bé tin suit ghép
16p. Hinh tron duge chia thanh nhiing hinh quat. Méi 16p duge tuong ing véi
moét hinh quat ma dién tich clia né ti1é véi tAn suét cta 16p dé.



suat hinh quat thé hién bang 5.

Vi Cll:l 5. Hinh 5.4 la bléll do tin [153;165T s
Cach v& nhu sau : L&p th nhat

[160; 162]

[160 ; 162] chiém % = % ~ 16,7%

ciua kich thuée mau. Do dé, hinh

quat tuong tng s€ chiém % hinh

tron. S6 do géc cna hinh quat nay

la -(—13- cta 360°, titc 12 60°. Ta dung

[166 ; 168]

Hinh 5.4
thuée do géc dé dung hinh quat néi trén. Tuong tu, ta dung hinh quat cho céc
16p con lai. Hinh thu duoc goi 14 biéu dé tin sudt hinh quat thé hién bang 5. O

CHUY

Céc biéu d6 hinh co6t va biéu dé hinh quat duge str dung khéng chi
nham minh hoa bang hinh anh bang phan bé tin s6 - tin suit ghép
16p ma con duge str dung réng rii trong viée minh hoa cdc s6 liéu

théng ké & cdc tinh huéng khic. Xem céc biéu dé duéi day trich ra
tir Thoi bao kinh té'Viét Nam 16-12-2002.

NHU CAU VON CHO HA TANG GIAO THONG

I I I (" N)
QL dién xd, thén )
18 nhém b qua
Cal thiu dién
néng thén
Cil CP,DCTN

(Bon vj : nghin f déng)

Cd céu quan Ii kinh doanh

i dién néng thén (%)

Dutingbd Dubngbién Budngsdt Dudngséng Hing khong GT dothi GT nongthan
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168

Cau hai va hai tap

Trong mot giai béng d4 hoc sinh, ngudi ta té chitc mot cude thi du dodn két
qua cta 25 tran ding chd v nhat. Sau day 1a s6 phi€u du dodn dung cua 25

trin ma ban t6 chitc nhan duoc :

54 75 121 142 154 159 171 189 203 211 225 247 251
259 264 278 290 305 315 322 355 367 388 450 490.

Hiy lap bang tin s6 - tAn sudt ghép 16p gém sdu 16p : 16p dau tién 1a doan
[50 ; 124], 16p thit haila doan [125 ; 199], ... (d6 dai moéi doan la 74),

Mbét tram kiém sodt giao thong ghi téc dé (km/h) ctia 30 chiéc xe 6 t6 di qua

tram nhu sau :

53 47 59 66 36 69 83 77 42 57 51 60 78 63 46

63 42 55 63 48 75 60 58 80 44 59 60 75 49 63.
Hay lap bang tan sé - tan suat ghép 16p (chinh xdc dén hang phian nghin)
gom sau 16p : 16p dau tién 1a doan [36 ; 43], 16p tha hai 1a doan [44 ; 517, ...
(d6 dai mbi doan 1a 7).

Diéu tra vé s6 dia CD cna 80 gia dinh, diéu tra vién thu duoc bang tin s6 -

tAn sudt sau :

Lép Tan s6 Tan suat

(%)

[1;10] o) 6,25

[11 ;20] 29

[21 ; 30] 21

[31 ; 40] 16

[41 ; 50] 7

[51 ; 60] 2

N =80

a) Dién c4c s6 vao chd tréng (...) & cot tAn suit,
b) V& biéu dé tan s6 hinh cot.
c¢) V& biéu dé tin sudt hinh cét.

d) V& biéu d6 tan suat hinh quat.



Luyén tap

6. Doanh thu ctia 50 ctra hang ctia mét cong ti trong mot thang nhu sau (don vi :
triéu dong)
120 121 129 114 95 88 109 147 118 148 128 71 93 67 062
57 103 135 97 166 83 114 66 156 88 64 49 101 79 120
75 113 155 48 104 112 79 87 88 141 55123 152 60 83
144 84 95 90 27.
a) Dau hiéu, don vi diéu tra & day 1a g1 ?

b) Lap bang tin s6 - tAn sudt ghép I6p gbébm bay I6p : 16p dau tién 1a nira
khoang [26.5 ; 48.,5), 1&p ti€p theo 1a nira khoang [48.5 ; 70.5), ... (d6 dai méi
nra khoang 1a 22).

c) V& biéu dé tin s6 hinh coét.
7. Mot cude diéu tra 50 nha nhi€p anh nghiép du véi cau hoi : "Trong thing

trrSe anh (chi) str dung hét bao nhiéu cuén phim ?" cho két qua nhu sau :
5 3 3 1 4 3 4 3 6 8 4 5 3 4 2 4 17
6 5 9 6 6 6 7 0 11 3 12 4 7 14 0 2
4 3 5 15 H 18 4 & 2 3 5 1 B 1 2 12

a) Dau hiéu, don vi diéu tra & day 14 gi ?

b) Lap bang tin s6 ghép 16p, véi 16p dau tién 1a doan [0 ; 2], 16p tiép theo la

doan [3: 5], ..., 16p cubi cung 1a doan [15 ; 17] (d6 dai mdi doan 14 2).

c) V& biéu do tan s6 hinh cot.

8. Mot thu vién théng ké s& ngudi dén doc sdch vio buéi téi trong 30 ngiy cla
thang vita qua nhu sau :

85 81 65 58 47 30 51 92 85 42 55 37 31 82 63

33 44 93 77 5T 44 F4- 63 67 46 A3 52 53 47 35

a) Lap bang tin s6 - tAn suét ghép 16p (chinh x4dc dén hang phan tram), véi 16p
diu tién 1a doan [25 ; 34], 16p ti€p theo la doan [35 ; 44], ..., 16p cubi cling la
doan [85 ;94] (dé dai méi doan 12 9).

b) V& biéu dé tan suat hinh cot.

169



170

CAC SO PAC TRUNG CUA MAU SO LIEU

Dé nhanh chéng nam bat duoc nhitng théng tin quan trong chita dung trong
méau s6 liéu, ta dua ra mot vai chi s6 goi la cde sé ddc trung cua mau soé liéu.

S6 trung binh

« Gia str ta c6 mot mau s6 lieu kich thude N 1a x;, x5, ..., Xp. o) 16p dudi,

ta da bi€t 56 trung binh (hay sé trung binh céng) clia méiu sé liéu nay, ki hiéu

la X', duoc tinh béi céng thiic

Xp+ Xyt Xy
-~ ;

X=

(1)
| N
Dé cho gon, ta ki hiéu tong x; + x5+ ...+ xy 12 Z.rl,- va doc 1a "téng cta céc x;
i=1
v6i 7 chay tir 1 dé€n N". Véi ki hiéu nay, céng thic (1) duge viét gon la
)
X==> X,
[
N5

* Gia sir mau s6 liéu duge cho duéi dang mét bang phan bé tan s6 (bang 7) :

Gi4 tri e . N
Tan s6 mny, .. n, |N
Bang 7

Khi dé, cong thite tinh s6 trung binh (1) trd thanh

_  MgXp+hyXy + R X l <
Xi= — L = —an-.rf-, (2)
N N =l

m
trong d6 n; 14 tan s6 cta s6 lieu x;, (i = 1, 2, ..., m), Zni = N.

i=l1
» Gia str mau s6 liéu kich thuée N duoc cho dudi dang bang tan s& ghép 16p. Cac
sOliéu duoc chia thanh m 16p tng véi m doan (bang 7a) hoiac m 16p ling véi



voi 16p thi 7 1a gia tri dai dién cua 16p do.

Lép Gia tri dai dién Tan s6
la, ; a)] X n
lay ; a4] X i
[g2m i) GZm] ‘Y "

m

e

m

N = Z n

i=1

Bang 7a

Lép Gia tri dai dién Tan s6
[a, ; a5) X n
la, ; a3) X "y
[a,,; a, +) X n

m

m

m
N = ZHI-
i=1

Bang 7b

Khi dé, s6 trung binh ctia mau s6 liéu nay duge tinh x4ap x1 theo céng thic

Lép Gia tri dai dién | Tan s6
[5.45; 5,85) 5,65 5
[5,85; 6,25) 6,05 g
[6,25; 6,65) 6,45 15
[6,65; 7,05) 6,85 19
[7,05; 7.45) 07 4 16
[7,45; 7,85) 1,65 8
[7,85; 8,25) 8,05 4

N =74

m nita khoang (bang 7h). Ta goi trung diém x; ctia doan (hay nira khoang) tng

Vi du 1. Mot nha thue vat hoc do chiéu dai ctia 74 14 cAy va thu duoce bang tin
s8 sau (don vi : mm) :
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Khi dé, chiéu dai trung binh ctia 74 14 nay x4p xi la

5.5,65+9.6,05+..+8.7,65+2 .8,05
74

X

~ 6,80 (mm). O

Y nghia cua sé trung binh
S6 trung binh cia mau sé liéu dwoc ding lam dai dién cho cdc s6
liéu ciia mau. N6 la mot s6 ddc trumg quan trong ciia mau sé lié u.
Chang han, n€u biét ring thdi gian trung binh dé diéu tri khoi bénh A déi véi
bénh nhan nam 14 5,3 ngay, d6i véi bénh nhan nir 14 6,2 ngay thi ta ¢6 thé cho
rang néi chung véi bénh A thi bénh nhan nam chéng binh phuc hon so véi
bénh nhan nir.
Tuy nhién, khi cic s6 liéu trong mau c6 sw chénh léch rit 16n déi véi nhau thi
sO trung binh chura dai dién t6t cho cdc s6 liéu trong mau.

Vi du 2. Mét nhém 11 hoc sinh tham gia mot ki thi. S6 di€ém thi ctia 11 hoc
sinh dé duge sap xép tir thip dén cao nhir sau (thang diém 100) :

0;0;63:;65;69;70;72;78 ;81 ;85;89.
S6 trung binh 1a

0+0+63+...+85+89
11

Quan sit diy diém trén, ta thiy hdu hét cic em (9 em) trong nhém cé s6 diém
vuot s6 trung binh. Nhur vay, s6 trung binh nay khéng phan danh diang trinh dé
trung binh ctia nhém. Trong trudng hop nay, cé6 mét s6 dac trung khac thich
hop hon dé 14 s6 trung vi. 0

~ 61,09.

Sé trung vi

Gid sit ta c6 mét mau s6'liéu kich thiée N duoc sdp xép theo thit
N+1

tuw khéng giam. Néu N la mét s6' 1€ thi s liéu ditng thir
(s6'liéu ditng chinh giita) goi la sé trung vi. Néu N la mét s6

- at s A 3 - S Baoa - . N -\
chan, ta lay trung binh cong cua hai s6 liéu dung thir Y va

N . ;
—+1 lam sé trung vi.

86 trung vi dicoe ki hiéula M.



Vi du 3. Diéu tra vé s6 hoc sinh trong 28 16p hoc, ta duge mau sé liéu sau

(sap x€p theo thir tu tang dan) :

38 39 39 40 40 40 40 40 40 41 41 41 42 42
43 43 43 43 44 44 44 44 44 45 45 46 41 47
S6 liéu ditng thir 14 1a 42, dimg thir 15 1a 43. Do vay, s6 trung vi la

i = 42+43:42,5. -

H1

a) Tinh s6 trung vi ctia mau s6 liéu trong vi du 2.
b) Tinh s6 trung binh ctia mau sé liéu trong vi du 3 va so sanh noé vai sé trung vi.

CHUY
Khi cac s6 liéu trong mau khéng cé su chénh 1éch qua 16n thi s6
trung binh v sé trung vi x4p x1 nhau.

H2| Po chiéu cao ciia 36 hoc sinh clia mét truong, ta co mau s6 liéu sau, sap xép
theo thir turtang (don vi - em) -

160 161 161 162 162 162 163 163 163 164 164 164
164 165 165 165 165 165 166 166 166 166 167 167
168 168 168 168 169 169 170 171 171 172 172 174

Tim s6 trung vi ctia mau s6 liéu nay.

Mot
Cho mo6t méu s6 liéu dudi dang bang phian bé tin s6. Ta da biét gia tri ¢ tin

s6 16n nhat duge goi 1a mét clia méu s6 liéu va ki hiéu 1a M.

Vi du 4. M6t cira hang bian quan 4o thoéng ké s6 4o so mi nam di ban ra trong
mot quy theo cdc ¢d khac nhau va cé duge bang tan s6 sau

36 | 37 | 38 | 39
110 | 184

40 | 41 | 42
126 | 40 | 5

Co ao (x)
S6 40 ban duoc (n) | 13 | 45

Diéu ma clra hang quan tAm nhét 13 ¢& do nao duoc khdach hang mua nhiéu nhdt.
Bang théng ké trén cho thiy ¢& 40 ma khach hang mua nhiéu nhat 1 ¢& 39 (tic 14
gid tri 39 ¢6 tin s6 16n nhit). Vay gid tri 39 1a mét clia mau s6 liéu nay. O

CHUY
M6t mau s6 liéu c6 thé cé mot hay nhiéu mét.
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Vi du 5. Mot ctra hing ban 6 loai quat véi gia tién 1a 100, 150, 300, 350, 400,
500 (don vi 1a nghin déng). S6 quat ctra hang bdn ra trong mua hé vira qua
dwoc théng ké trong bang tan sé sau

Gia tién (x) 100 150 300 350 400 500
S6 quat ban duoc (r) | 256 353 534 300 534 175

Ta thAy mau s6 liéu trén c6 hai mét 1a 300 nghin déng va 400 nghin déng.
D6 1a gid tién cna hai loai quat duoc khdch hing mua nhiéu nhat. O

Phuong sai va do léch chuin

Vi du 6. Diém trung binh titng moén hoc ctia hai hoc sinh An va Binh trong
nam hoc vira qua duge cho trong bang sau :

Mon Piém cia An | Piém ciia Binh
Toan 8 8.5
Vit i 8 0.3
Hod hoc 1.8 0.5
Sinh hoc 8.3 8.5
Ngir van qd 5
Lich sir 8 55
Dia Ii 8,2 6
Ti€ng Anh 9 9
Thé duc 8 0
Coéng nghé 8,3 8,5
Gido duc cé6ng dan 9 10

H3| Tinh diém trung binh (khéng k€& hé s6) cla tét ca cac mén hoc cla An va cla
Binh. Theo em, ban nao hoc kha hon ?

Nhin vao bang di€ém, ta c6 ngay nhan xét 1a An hoc déu c4ac mén, con Binh thi
khéng. Su chénh léch, bién déng giita cdc diém ctia An thi it, cia Binh
thi nhiéu.

« D€ do mifc d6 chénh léch giita cdc gid tri ctia mau s6 liéu so véi s6 trung
binh, ngudi ta dwa ra hai s6 dac trung 12 phiong sai va dé léch chudn.



Gid sit ta ¢6 mot mdu s6 liéu kich thuée N 1a {x,, ..., xy}.

- 7 e i i & % atila ‘ 2 o P
Phuong sai cua mau sé liéu nay, ki hiéu la s~, dwoc tinh boi
cong thirc sau

5 _ L o 2
s :EZ(J} =) i (3)
i=l

trong dé X la sé trung binh cia mdu sé'liéu.
Cdn bdc hai ctia phitong sai doe goi la dé léch chudn, ki hiéu la s.

= L%(;—T)E
| NS s

Y nghia ctia phuong sai va dé léch chudn

Trong cong thire (3), ta thd'y phuong sai la trung binh céng cua binh phuong
khoang cach tir méi s6 liéu téi s6 trung binh. Nhu vay, plirong sai va doé léch
chudn do mitc dé phdn tan cua cdc s6 liéu trong mau quanh s6 trung binh.
Phutong sai va do léch chudn cang lén thi dé phan tdan cang lém.

CHU Y
C6 thé bi€n d6i cong thite (3) thinh

Sx | (4)

i=1

.NZ

Str dung céng thirc (4) thuén tién hon trong tinh to4n.

Trd lai vi du & trén, ta hdy tinh phuong sai va do léch chuin diém cdc mén
N N

hoc clia An va Binh. Trurée hét, ta tinh cdc téng Z X; va Z

=1 =l

o
Xio

Tirs6 liéu & cot diém cha An, ta ¢

I

11
xo=80.1 ¢ 21’3 =T251],
' =1

i=I

5 A1 . n. - ~ -
Tir s6 liéu & co6t diém cua Binh, ta ¢6
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o ~* # A 9 a u - # A 2
Tiép theo, ta thé cac két qua nay vao cong thiic (4) dé tim s~
Phuong sai va d6 1éch chuan di€ém cdc mén hoc ctia An 1a

p 125,11 89,1

)
BE— [T] ~0,309 ; s, ~+/0,3091 ~0,556.

" A A - .2 A L
Phuong sai va d6 1éch chuan diém cdc mén hoc ctia Binh 1a

2
e %{%} 82,764 ; s, 2,764 51,663,

Ta thay mitc d6 "hoc 1éch" ctia Binh so véi An duoc thé hién qua viée so sdnh
hai phwong sai : Phuong sai diém cdc mén hoc cta Binh gip gin 9
(~ 8,945) 1an phuwong sai di€ém cdc mén hoc ciia An. Diéu dé phi hop véi
nhan xét Binh hoc léch hon An.

Ta ciing c6 thé so sinh d6 hoc léch ctia Binh vA An théng qua viéc so sdnh hai

do léch chuan. O
N N

Viéc tinh c4c téng Z.x‘,- va Z.r,-l sé nhanh chéng né€u ding may tinh bo tui.
i=1 =1

(Xem bai doc thém dé duwge huéng din chi ti€t vé cich stir dung may tinh bo

tii trong tinh toan théng ké).

e Néu s6 lieu duoe cho duéi dang bang phan b6 tin s6 (bang 7) thi phwong sai

duoc tinh bdi céng thire

) l m ) 1 m 2
G EZHI,-,I'_; = >onx; | (5)

i=1 i=1

Vi du 7. San lrong lia (don vi la ta) cta 40 thira ruéng thi nghiém cé cung
dién tich dwroc trinh bay trong bang tin s6 sau day.

San luong (x) 20 21 22 23 24
Tan s6 (n) 5 8 11 10 6 | N=40

a) Tim san hrong trung binh ctia 40 thira ruéng.
b) Tinh phwrong sai va do léch chuan.

Giai. Truwde hét, ta tinh

5 5
z.'-l,-.r,- = 884, Z!‘lf}(} =19598.
i=l

i=l



a) San luong trung binh cta 40 thira ruéng la

oy 59§ .
40

b) Theo cong thire (5), ta c6 phuong sai la

2
2 _ 19598 _[884] {38
40

40
D6 léch chudn 1a s = /1,54 ~ 1,24 (ta). O
e Gia strmau s6 liéu duoc cho dudi dang bang phan bé tan sé ghép 16p. Cic s6
liéu duge chia thanh m 16p tmg véi m doan (hoac nira khoang). Goi x; 1a gid tri
dai dién cta 16p thir 7 (xem bang 7a, 7h).

Khi dé, phwrong sai ctia mau s6 liéu nay cé thé tinh x4p xi theo cong thic (5).
Vi du 8. Tinh phuong sai va dé 1éch chuin clia miu s6 liéu cho &vidu 1.
Giai. Ta co
7
En‘,—.r_,- =029,

i=l

7
S mx; = 3443,385.
i=1

) 3443385  502,9°

Vay s ~ 0,347,
1y 74 742
D6 léch chudn 13 s~ +/0,347 % 0,589 (mm). n

n ?m - . ~n
Cau hoi va bai tap
Trong cdc bai tdp dudi day, yéu cdu tinh sé trung binh, sé trung vi, phuwong
sai, dé léch chudn (chinh xdc dén hang phdn tram).

9. C6 100 hoc sinh tham dir ki thi hoc sinh gidi Todn (thang diém 14 20). Két qua
duge cho trong bang sau day.

Piem | O [ 10| 1L | 1213 ]|14]|15]16|17[18] 19
Tanso | 1 | I | 3 [ S [ 8 |13|19(24]|14]10| 2 [ N=100

a) Tinh s6 trung binh.
b) Tinh s6 trung vi va moét. Néu y nghia cua chiing.
¢) Tinh phwrong sai va d6 léch chuan.

177



10.

Nguoi ta chia 179 ct khoai tdy thanh chin 16p can cit trén khéi lwong cua
ching (don vi 1a gam). Ta c6 bang phan b6 tan s6 ghép 16p sau day.

Lép Tan s6
[10; 19] 1
[20 ; 29] 14
30  39] 21
[40 : 49] 73
[50 ; 59] 42
[60 ; 69] 13
(70 : 79] 9
[80 ; 89] 4
[90 ; 99] 2

N=179

Tinh khéi lwong trung binh cia mét ca khoai tiy. Tim phuong sai va dé
léch chuin.

11. Bang sau day trich tir s6 theo ddi bin hang ciia mét cira hing bin xe mdy.

178

S6 xe ban trong ngay 0 [ 2 3 4 5

Tan so 2 I3 15 12 fy 3

a) Tim s6 xe trung binh ban duge trong mét ngay.
b) Tim phuong sai va dé léch chuan.

Luyen tap

Trong cdc bai tap dudi ddy, yéu cdu tinh sé trung binh, sé trung vi, phirong
- P A - ’ a* N Py )
sai, do léch chuan chinh xac dén hang phdn tram.

. S6 liéu sau day cho ta 1ai (quy tron) hang thing ciia mét ctra hang trong nam

2005. Pon vi Ia triéu déng.

Thang | | 213 | 4 5 6 | 7 8 9 |10 | 11 | 12

Lai 12 115118 |13 |13 |16 | 18 | 14 [ 15 [ 17 | 20 | 17

a) Tim s6 trung binh, s6 trung vi.
b) Tim phuong sai va d6 léch chudn.

. Mot cira hang vit liéu xay dung théong ké s6 bao xi mang ban ra trong 23 ngay

cu6i nam 2005. Két qua nhu sau :

47 54 43 50 61 36 65 54 50 43 62 59 36 45 45 33 53 67
21 45 50 36 58.



14.

13.

a) Tim s6 trung binh, s6 trung vi.
b) Tim phuong sai va d6 1éch chuan.

S6 lwong khich dén tham quan mét di€ém du lich trong moi thang dwge théng
ké trong bang sau day.

Thang I 2 314|516 |78 ]9 ]10fI11]12
S6 khach 430|560 | 450|550 (760|430|525| 110|635 [450 800 | 950

a) Tim s6 trung binh, s6 trung vi.
b) Tim phuong sai va do léch chuan.

Trén hai con dudng A va B, tram kiém sodt di ghi lai t6c do (km/h) cta 30
chi€c 6 t6 trén mbi con dudng nhir sau :

Condwong A: 60 65 70 68 62 75 80 83 82 69 73 75 85 72 67
88 90 85 72 63 75 76 85 84 70 61 60 65 73 76.

ConduwongB: 76 64 58 82 72 70 68 75 63 67 74 70 79

80 73 /5 71 68 72 73 79 80 63 62 71 70

74 69 60 63,
a) Tim s6 trung binh, s& trung vi, phwong sai va do léch chuin cia téc do 6 to
trén mdi con dudng A, B.

b) Theo em thi xe chay trén con dudng nao an toan hon ?

/ S DUNG MAY TiNH BO TUI TRONG THONG KE

May tinh bo tui (MTBT) la céng cu hé trg rat dac Iuc cho viéc hoc Thong ké. Nha
MTBT, Théng ké &a tréd nén dé hoc va dé img dung.

Chéng han, déi véi may CASIO fv - 500MS, dé tinh s6 trung binh, phuong sai va do
léch chuan, ching ta can lam ftrinh tu theo cac budc sau :

1) Dau tién, dé vao ché dé tinh toan théng ke, ta an
MODE | | 2

2) Gid sirmau sé liéu la x,, x,.,..., x,. D& nhap sé liéu, ta &n

x |[DT| x |DT| .. x DT

I
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D& nhap mau sé liéu x,, x,,..., v, trong d6 x, c6tAnsé n,, (i = 1,2, ...m), tadn

x, |SHIFT |

n, |DT| x, |SHIFT|

; s | M ‘DT|...

SHIFT || : | n BT

m

A m

3) Nhap dir liéu xong, dé tinh sé trung binh T, ta an
SHIFT | [S - VAR [=]
4) P& tinh d6 léch chuan s, ta 4n

SHIFT| [S - VAR =]

5) D& tinh phuong sai s” (14y binh phuong clia do léch chudn), ta an tiép

][]

Vi du 1. Tinh sé trung binh, phuong sai, d6 léch chudn diém cac mén hoc clia An &
vi du 6, §3.

Sau khi thuc hién buéc 1, d@é nhap dir liéu, ta an

2)8 DT 75 D7 | .9 (DT

3) Pé tinh trung binh T, ta 4n

SHIFT| [S - VAR E

Két qua T = 8,1, d6 la sé frung binh can tim.

4) Pé tinh d6 léch chuan s, ta an

SHIFT| [S - VAR E

Két qua s~ 0,555959449, d6 |a do léch chuan can tim.

5) Pé tinh phuong sai s2, ta 4n tiép

2] [=]

Két qua s° ~ 0,309090909, d6 14 phuong sai can tim. O

Vi du 2. Tinh s6 trung binh, phuong sai, d6 léch chuan ctia mau sé liéu trong vi du 7, §3.

Sau khi thue hién buéc 1, d& nhap dir liéu, ta an

2) 20| SHIFT E[:s DT|21[SHIFT 3 DT] ... 24[SHIFT E[ 6/ DT

3) Pé tinh trung binh T, ta an
SHIFT | [S - VAR E
Két qua ¥ = 22.1, dé 1a sé trung binh can tim.
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16.

17.

18.

4) Pé tinh dé Iéch chuan s, ta an
SHIFT| [S - VAR E

Két qua s =~ 1,240967365, dé la d6 léch chuan can tim.

5) D€ tinh phuong sai s, ta 4n tiép

B E

Két qua s° = 1,54, d6 1a phuong sai can tim. 0

Cau hoi va bai tap on tap chuong V

Chon phurong 4n ding trong bén phuong dn tra 16i sau day.

Ngudi ta x€p s6 can nang cua 10 hoce sinh theo thit tu tang dan. S6 trung vi clia
méau s6 liéu nay 1a :

(A) S6 can nang cua hoc sinh thit nam ;

(B) S6 can nang cua hoc sinh thit sau ;

(C) S6 can nang trung binh ctia em thir nam va thi sau ;

(D) Khéng phai cédc s6 trén.

Chon phuong 4n diing trong bén phuong 4n tra 161 sau day.

D6 léch chudn 1a :

(A) Binh phuong ctia phuong sai ; (B) Mot nira cua phurong sai |

(C) Can béc hai ctia phuong sai ; (D) Khéng phai la cdc cong thite trén.
Trong cdc bai tdp tir 18 dén 21, yéu cdu tinh sé trung binh, sé trung vi,
phuong sai, doé léch chudn chinh xdc dén hang phan tram.

Ngudi ta phin 400 qua tring thanh nam 16p can ci trén khéi luwong cta ching
(don vi 1a gam). Ta ¢6 bang phan bo tan s6 ghép 16p sau day.

Lép Tan s6
[27,5;32.5) 18
[32.5::37.5) 76
[37.5: 42.5) 200
[42,5; 47.5) 100
[47.3 50.5) 6

N = 400

a) Tinh s6 trung binh.
b) Tinh phuong sai va do 1éch chuan.
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182

Mot ngudi 14i xe thudng xuyén di lai giita hai dia diém A vd B. Thoi gian di
(tinh bang phut) dirge ghi lai trong bang phan bé tan sé ghép 16p sau day.

Lép Tan s6
[40 ; 44] 9
[45 ; 49] 15
[50; 54] 30
[B3339] 17
(60 : 64] 17
(65 : 69] 12

N = 100

a) Tinh thoi gian trung binh ma ngudi dé di tirA dén B.
b) Tinh phuong sai va do 1éch chuin.

. Mot nha nghién cttu ghi lai tudi ctia 30 bénh nhan mac bénh dau mat hot. Két

qua thu duoc méu s6 liéu nhu sau :

21 1} 22 18 20 1% 15 13 15 20 15 12 18 17 25 17 21 15
12 18 16 23 14 18 19 13 16 19 18 17.

a) Lap bang phan b6 tan s6.

b) Tinh s6 trung binh va dé léch chuan.

c¢) Tinh s6 trung vi va mét.

. Ngudi ta ti€n hanh phéng vAn moét s6 ngudi vé mot bd phim mdi chi€u trén

truyén hinh. Ngudi diéu tra yéu ciu cho di€ém b6 phim (thang diém 1a 100).
K&t qua dwoc trinh bay trong bang phin bé tan s6 ghép 16p sau day.

Lép Tan s6
[50 ; 60) 2
[60 ; 70) 6
[70 ; 80) 10
80 : 90) 8
[90 ; 100) 4

N =30

a) Tinh s6 trung binh.
b) Tinh phuwong sai va dé léch chuan.



“GUL LUUlG GIHL VH
Chuong

CONG THUC LUONG GHAC

7
4 K
i = &
wx

OM =(cosa). 1 +(sina). J
M{cosa ; sing)

. TR 0glo dén12 g, hat kim dénghé =
. & viri hat tia d6i nhau 1114n.

Goc va cung lugng gide cé gl khac véi géc va cung hinh hee ?
Didu quan trong 12 mi gbc va cung luong gidc déu tuong (ing véi
mit 58 thue duy nhét va voi mdt diém duy nhét trén dudng tron luong
giac.Trong chuong nay, ching ta sé thay lai cac fi sd luong gidc
da hoc theo mét ¥ nghia sau s&c hon, sé phi ghi nhé khd nhiéu
cdng thic lugng gide va rén luyén cac Ki nang bién ddi lugng
gidc. Céc kién thic va ki ndng dy sé rét cb ich khong nhiing
trong Pai 56 mi ¢4 trong Hinh hoc Iép 10, I6p 11,... vA mdt s6
mén hoc khac.
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GOC VA CUNG LUONG GIAC

Ta da c6 khai niém goc gitta hai tia chung géc ma ngudi ta con goi la géc hinh
hoc. Trong bai nay, ta s€ xay dung khai niém géc luwong giac lién quan chit
ché v&i goce hinh hoc.

Pon vi do goc va cung tron, dé dai cua cung tron
a) Do
Ta di biét dudng tron ban kinh R ¢6 d6 dai bang 2nR va cé s6 do bang 360°.

Néu chia dudng tron thanh 360 phin bang nhau thi méi cung tron nay c6 do

; 2R 7R ) . ; " 5
dai bing —— = — va ¢6 s6 do 1°, géc & tam chian méi cung dé cé s6 do
360 180
bang 1°.

Vay cung tron ban kinh R ¢6 s6 do a” (0 < a < 360) thi cé do dai

na
180
Vidul
” 2 3 5 5 5 3 o _ (]
— S6 do cna T dudng tron la 1-360 =210,
% 45 e i O s o L2 2TR
— Cung tron ban kinh R c6 s6 do 72" thi ¢6 d6 dai la T80 = = O

(1]
H1| Mot hai I Ia db dai cung tron xich dao ¢o sé do [6_10] = 1'. Biét db dai xich dao
la 40 000 km, hoi mét hai Ii dai bao nhiéu kilbmet ?
b) Radian

Mot don vi khic duge sir dung nhiéu trong todn hoc, khoa hoc va ki thuét 1a
radian. N6 t6 ra thuan lgi khi tinh dé dai cung tron.



PINH NGHIA

Cung tron cé dé dai bang bdn kinh goi la cung cé sé do 1 radian,
goi tat la cung 1 radian. Géc & tam chan cung I radian goi la géc
c6 s6 do 1 radian, goi tit la géc 1 radian.

! radian con viét tat la 1 rad.

H2| Dé hinh dung goc 1 rad nguoi ta quan doan day dai bang ban kinh dudng tron
quanh duong tron do (h.6.1). Hay lam diéu trén va do xem goc 1 rad xap x/ bang bao
nhiéu dob. R

» Xét cic cung cua dudng tron ban kinh R. Vi cung

tron ¢6 do dai bang R thi c6 s6 do | rad nén :

— Toan bé dudng tron (do cé do dai bang 2nR) cb s6
2nR

do radian la =27 3

— Cung c6 d6 dai bang / thi c6 s6 do radian 13

/
a = —:
R
Viy cung tron ban kinh R ¢6 s6 do @ radian thi c6 do dai Hinh 6.1
[=aR

va khi R = 1 (tifc 12 trén dudng tron don vi) thi do dai cung tron bang sé do
radian cia nd.

* Biy gio, ta xét quan hé gitra s6 do radian va s6 do d6 cla cung mot cung tron.
Gia sir cung tron ¢6 do dail. Goi e1a s6 do radian va a la s6 do do ctia cung do.

Khi dé, theo cic cong thic vé do dai cung, ta cd

Jos ppes B2 p
180

suy ra
By &
n 180
i 2 . & = o o B0 s
Viéy cung c6 s6 do 1 radian thi c6 s6 do d6 la —. tic la
T
| rad = {@J ~ 57°17"45".
!

Cung c6 s6 do 1 do thi c6 s6 do radian 1a L, ticla
8 L
1" = —— rad = 0,0175 rad.
180
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CHUY
Vi tinh chat tw nhién va théng dung cua radian, ngudi ta thuong

khéng viét chir radian hay rad sau s6 do cta cung va géc, chang han

% rad cling duoc viét 1a %

GHI NHO

- ] e Y, i 3 i > P i A x
Bang chuyén doi s6 do d6 va s6 do radian cia moét s6 cung tron

Po | 307 | 45° | 60° [ 90° [120°[135°[150°|180°(270°360°

3211311511,113_11
)

Radian 3 1 6 5

m | M | T
6|2 |3 o

Goc va cung luong giac

Kh4i niém géc va cung lwong gidc gan chat véi viée quay quanh mét diém
trong mat phang.

a) Khai niém géc luong giac va sé do ciia chiing

» D€ khao sét viée quay tia Om quanh diém O, ta ciAn chon mot chiéu quay goi
la chiéu duong. Théng thudng, ta chon dé 1a chiéu nguoge chiéu quay cua kim
déng ho (va chiéu quay cta kim déng hoé goi 1a chiéu am) (h.6.2).

\‘m

Hinh 6.2
Khi dé, néu tia Om quay theo chiéu diwong ding mét vong thi ta ndi tia Om
quay géc 360° (hay 27 rad), quay ding hai vong thi néi né quay géc 720°
(hay 4n rad), quay theo chiéu 4m nira vong thi néi né quay géc —180°

- . NI S s
(hay —m rad), quay theo chiéu 4m ba vong bén phan bay (tirc = vong) thi néi

25 50
né quay goc o 360° (hay — Tﬂrad)



* Cho hai tia Ou, Ov. Néu tia Om quay chi theo chiéu dwong (hay chi theo
chiéu Am) xudt phat tir tia Ou dén trung véi tia Ov thi ta néi : Tia Om quét mét
géc luong gidc tia ddu Ou, tia cuéi Ov. Khi quay nhir thé, tia Om cé thé gap
tia Ov nhiéu lan, méi 1an ta duge mét gée luong gidc tia dau Ou, tia cudi Ov.
Do dé, cho hai tia Ou, Ov thi c6 v6 s6 géc luong gidc (moét ho gbe luong giac)
tia dau Ou, tia cudi Ov. Mo6i géc luong gide nhu thé déu duge ki hiéu la
(Ou, Ov).

Khi tia Om quay géc a° (hay « rad) thi ta néi géc lwong gide ma tia dé quét
nén ¢é 56 do a’ (hay o rad).
Nhur vay :
Moi géc litong gidc géc O diroc xdc dinh boi tia dau Ou, tia cudi
Ov va s6 do do (hay s6 do radian) ciia né.
Vi du 2. Trén mbi hinh 6.3 a), b) déu c6 biéu dién géc lwong gidc tia ddu Ou,
tia cudi Ov va cé s6 do 150°.

a) Géc thit hai trén hinh 6.3 a) cé duoc do tia Om quay ti€p theo chiéu dwong
hai vong nifa nén cé s6 do 150° + 2.360° (= 870°).

b) Géc thit hai trén hinh 6.3 b) ¢6 duwoc do tia Om quay theo chiéu Am tir Ou
dén trung Ov lan diu tién nén cé s6 do —(360° —150°)=150° —=360° (=-2107).
Néu cho tia Om quay ti€p moét vong nita theo chiéu am thi duge géc lugng

gidc (Ou, Ov) ¢6 s6 do 150° — 2.360° (= =570°). O
V
vV
5
0 i S0°
0 u
a) 150"+ 2.360° = 870° b)

Hinh 6.3

H3| T7rén hinh 6.4 c6 ba goc lwong giac

(Ou, Ov), trong do mét géoc cod sb do g

Ho6i hai gbc luong giac con lai c6 s6 do
bao nhiéu ? Hinh 64
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Téng quat :
Néu mét goc liwong gide c6 sé do a° (hay o rad) thi moi géc lirong
gidc cting tia dau, tia cudl vl né cé s6 do dang a® +k360° (hay

a+k2nrad), k la sé' nguyén, moi géc irng vor mot gid tri cua k.

Vi du 3. Gia sir géc hinh hoc #Ov trén hinh 6.5 v
c6 86 do 60°. Khi d6é dé thiy cic gée luong gidc tia \|.
dau Ou, tia cubi Ov cé s6 do 60° +k360°, con 60°

a u

cac gbe lwong gidc tia dau Ov, tia cudi Ou ¢ s6 do

—-60° +k360° (k € Z). ]

Hinh 6.5

CHU Y
Khéng duoc viét a® + k2m hay a+ k360° (vi khéng cling don vi do).

b) Khai niém cung lugng giac va s6 do cua chiing

« V& moét dudng tron tAm O ban kinh R. Néu tia Om cat dudng tron tai M thi
viéc cho tia Om quay quanh O ciing cé nghia 14 cho diém M chay trén dudng
tron d6. Chiéu quay ctia tia Om cho ta chiéu di déng clia diém M trén dudng
tron : chiéu dwong 13 chiéu nguge chiéu quay cia kim déng hé va chiéu am 1a
chiéu quay ctia kim déng h6é nhu & hinh 6.6. Pudng tron véi chiéu di dong da
dwoc chon nhu thé goi la dwong tron dinh hudng .

a)

Hinh66

Goi giao cua cdc tia Ou, Ov ndi trén véi duodng tron d6 1a U va V. Khi tia Om
quét nén géc luong gidc (Ou, Ov) thi diém M chay trén dudng tron luén theo
mot chiéu tir di€ém U dén diém V. Ta néi diém M vach nén mét cung luong gidc
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miit dau (diém dau) U, miit cudi (diém cubi) V, twong tng véi gée luong gide

(Ou, Ov). Vay hai diém U va V trén dudng tron dinh huéng x4c dinh vo s6 cung

. o - = ] E 5 ("'_"‘

luong gidc (ho cung luwong gidc) mat dau U, mit cudi V, cung duge ki hiéu 1a UV,

# » - @ ey i 2 ot ,.—‘

» Ta coi 86 do cua goc lugng giac (Ou, Ov) la s6 do cua cung lugng giac UV
twong trng. Tir do6 :

Trén duong tron dinh huong, moi cung luwong gidc dwoc xdc dinh
boi muit dau, miit cudi va s6 do cua no. Néu mét cung lwong gidc

\ # a* A - = 2 ., - a - At
UV ¢6 s6 do a thi moi cung luong giac cung mut dau U, miit cuéi V

c6 56 do dang a+ k21 (k € Z) ; moi cung itng voi mot gid tri cua k.

~ 5\ ’ 2 g ¥
Néu o la s6 do cua cung lugng giac UV
vach nén béi diém M chay trén dudng tron
theo chiéu duwong tir U dén gap V lan diu

tien thi 0 < & < 2n va @ chinh 14 s6 do cla

cung tron (hinh hoc) L/»’_I} (h.6.7).

Hinh 6.7

3. Hé thic Sa-lo

+ Ta d biét, d6 dai dai s6 AB cha vecto AB trén
truc s6 Ox (v&i vecto don vi ?) la s6 x4c dinh boi
AB = (AB)i. Khi dé, véi ba diém tuy ¥ A, B, C trén
truc so, tir AB + BC = AC suy ra dang thitc sé
AB + BC = AC goila hé thitc Sa-lo vé do dai dai s6.

Ta thira nhan moét hé thie ¢6 dang tuong tur goi la hé thire

Sa-lové s6 do ciia goc liwong gidc

Mi-sen Sa-lo Véi ba tia tuy ¥y Ou, Ov, Ow, ta ¢é
(Michel Chasles 1793 — 1880)

sd(Ou, Ov) + sd(Ov, Ow) = sd(Ou, Ow) + k2n (k €Z).

D6 12 mot hé thite quan trong trong tinh todn vé s6 do ctia gbe luong gidc.
Tir hé thite trén suy ra : Vi ba tia tuy y Ox, Ou, Ov, ta cd

sd(Ou, Ov) = sd(Ox, Ov) — sd(Ox, Ou) + k2n (ke Z).
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Vi du 4. Néu mét goc luong gidc (Ox, Ou) ¢ s6 do —% va mot goc lugng

giac (Ox, Ov) c6 s6 do STﬂ thi moi gée lwong gidc (Ou, Ov) cb s6 do 32_’n+ k2m
keZ). O

« D61 v6i cac cung lwong gidc, ta cing 6 hé thite Sa-lo :
Vi ba diém tuy vy U,V , W trén dudng tron dinh huéng, ta cé
N TN T
sd UV + sd VW =sd UW + k2n (k € Z).

Cau hoi va bai tap
Trong cdc khang dinh sau, khang dinh nio diing, khang dinh nio sai ?
a) S6 do cta cung tron phu thuéc vao ban kinh ctia né.
b) D6 dai cung tron ti 1é véi s6 do cua cung dé.
c¢) Do dai cung tron ti 1é véi ban kinh cta né.

d) N&u Ou, Ov 1a hai tia d6i nhau thi s6 do cua cic géc lwong gidc (Ou, Ov)
1a(2k+ 1)m, ke Z.

Kim phit va kim gio ctua déng hé 16n nha Buu dién TP. Ha Néi theo thit tur dai
1,75 m va 1,26 m. Hbi trong 15 phit, miii kim phit vach nén cung troén cé do
dai bao nhiéu mét ? Cling cdu hoi dé cho miii kim gid.

Dién vio céc 6 tréng trong bang

S6 do do -60° —-240° 3100°
Sé do 3 _16m 687
radian 4 3 5

a) D6i s6 do d6 cia cdc cung tron sau thanh s6 do radian (chinh x4c dén
hang phin nghin) 21°30' va 75°54'.

b) Déi s6 do radian clia cdc cung tron sau ra s6 do do (chinh x4dc dén phiit)

2 g ~ ” . ¥ e w
2,5 rad va — rad (c6 thé dung may tinh bo tdi, xem bai doc thém).
)

Coi kim gio déng hé 1a tia Ou, kim phiit 14 tia Ov. Hiy tim s6 do clia cic géc
luong gidc (Ou, Ov) khi déng hé chi 3 gid, chi 4 gid, chi 9 gid, chi 10 gid.



6. Ching minh rang :
: : oo s s gz O o PEW oo o &
a) Hai goc luong giac cd cung tia dau va c6 s6 do la 2 va 3 thi c6 cung
tia cudi ;
b) Hai géc luwong gide c¢6 cung tia diu va c6 s6 do 13 645° va —435° thi c¢é
cling tia cudi.
7. Tim s6 do a°, —180 < a < 180, clia gbc lwong gidc ¢ cling tia diu va tia cudi
véi gbe trén mébi hinh sau (h.6.8) :
300° —420°
v 0 1 0 u W u
iy i
Y v
Hinh 6.8
Luyen tap
8. Cho ngii gide déu AyA;A,A3A, ndi ti€p dudng tron tAm O (cic dinh duge sap
x€p theo chiéu ngwoc chiéu quay cia kim déng hé). Tinh s6 do (d6 va radian)
¥ P .. ,——‘ f-‘ . 5 u
cua cdc cung luong gidc AjA: , A,-Aj (i, j=0,1,2 34,1 #f).
9. Tim gbc lwong gidc (Ou, Ov) c6 s6 do dwong nhd nhit, bi€t mét gbe lwong
giac (Ou, Ov) c6 s6 do :
307 157
a) —90°; b) 1000° ; c) — d) ——.
7 11
10. Tim s6 do radian @, — 1 < a < 7, cna géc lwong gidc cd cung tia dau, tia cudi
véi gbe trén moi hinh sau (h.6.9) :
Az
2n 3
( E E u u u "
v
_5%
4

11.

Hinh6.9

Chitng minh rang hai tia Ou vd Ov vuéng gbéc véi nhau khi va chi khi gée

lwong gidc (Ou, Ov) c6 s6 do (2k + 1)%: ke Z.
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12.

Kim gio va kim phit déng hé bat diu cung chay tir vi tri tia Ox chi s6 12 (tife

lic O gid). Sau khoang thoi gian ¢ gio (¢ 14y gia tri thue khong am tuy v), kim

gi0 dén vi tri tia Ou, kim phut dén vi tri tia Ov.

a) Ching minh rang khi quay nhu thé, kim gid quét géc lwong gidc (Ox, Ou)
, | ; e e o i o

c6 s6 do —gr, kim phut quét gée luong gidc (Ox, Ov) c6 s6 do —2nt. Hay tim

s6 do cua goc lugng giac (Ou, Ov) theo t.

3 g " g g bk A 12K,
b) Ching minh rang hai tia Ou va Ov trung nhau khi va chi khi ¢ = TVO’I

=0, 1. 2.8, ..

¢) Chirng minh rang trong vong 12 gidy (0 < ¢ < 12), hai tia Ou va Ov & vi tri hai
5 : ik s 6 g

tia dé1 nhau khi va chi khi 1 = ﬁ(2k+l) v k=0, L. ...y 1D:

35m mmn

~

13. Hoi hai géc luwong gidc c¢é s6 do radian 3 va S (m 12 s6 nguyén) cé thé

192

cé cung tia dau, tia cudi khéng ?

GIA TRI LUONG GIAC CUA GOC (CUNG)
LUONG GIAC

Trong muc nay, ta s€ md rong cac gia tri lwong gidc cua géc hinh hoc thanh
gid tri lwong gide cha gbc luong gide. D6 14 co s& dé xay dung cdc him s6
lrong giidc, nhitng ham s6 quan trong trong toin hoe, khoa hoc va ki thuat,
lién quan mat thiét dén thue tién.

Duong tron luong giac

a) Pinh nghia
Duong tron luong giac la mot duong tron don vi (ban kinh
bdang 1), dinh hudng, trén dé cé6 mét diém A goi la diém goc.

Nhac lai ring ngudi ta luén quy wée trén duong tron liiong gidc, chiéu ngitoc
chiéu quay ciia kim déng hé la chiéu diwong va chiéu quay cua kim déng hé la
chiéu dm.



b) Tuong ting giita s6 thuc va diém trén dudng tron luong giac

Cho dwdng tron luong gide tam O, gde A. VSi mbi s6 thue «, hién nhién ¢

mot cung luong gidc duy nhit AM ¢6 s6 do a (rad), cling c6 nghia 1a ¢6 mot

goc luong gidc duy nhét (OA, OM) c6 s6 do @. Cung va goéc luong giac dé

goi tat 12 cung @ va géc & ; doi khi ta cling viEt AM'= a va (OA, OM) = a.
Diém M thudc dicomg tron litong gidc sao cho (OA, OM) = a goi
la diém xdc dinh béi sé @ (hay boi cung «, hay boi géc a).
Diém M con dicoc goi la diém trén duong tron litcong gidc biéu
dién cung (goc) licong gidc c6 s6 do a.

Ta nhéin xét ngay rang :

Ung véi méi sé thuc o cé6 mét diém trén duong tron luong gidc
(diém xdc dinh boi s6 d6) twong tu nhie trén truc sé. Tuy nhién, méi
diém trén duong tron luong gidc 1ing voi vé sé sé thire. Cdc s thie

do co dang a+k2n, k € Z. t
.-"‘. T
H1| €& thay ro hon tuong img giita s6 thuc va diém My(@)
trén duong tron Iiong giéc, héy xét truc s6 At (goc A) la . __ ; : ,.-*':,__ n
5 - . 3 5 i ; . Pl s
tiép tuyén cia duong tron luong giac tai A, hinh dung At ’,- ‘ ‘E 2
la mét soi day va quén day do quanh dudng tron Iuiong M 7
giac nhu d hinh 6.10 - Piém M, trén truc At c6 toa d6 a AR 5 A
dén trung vdi diém M trén dudng tron luong giac thod _ | ‘/
man sd AM'= a, tic M xéc dinh béi o H6i <= |Lx
a) Céc diém nao trén truc s6 Ar dén trung voi diém A tén ™ 12
duong tron luong giac ? Hinh 6.10

b) Cac diém nao trén truc s6 At dén trang vai diém A' trén duong tron lurong giac (A'

la diém déi ximg ciia A qua tdm O cia duong tron) ? Hai diém tuy y trong s6 cac

diém do cach nhau bao nhiéu ?

c¢) Hé toa d6 vuong goc gan vGi duong tron luong giac

Cho dudng tron lwong gidc tam O, diém goc A. Xét hé toa do vuéng gbc Oxy
. s P ” .- s - T[

sao cho tia Ox trung véi tia OA, goc luong giac (Ox, Oy) la goc > +k2n, k € Z

(h.6.11). Hé toa d6 dé duoc goi 14 hé tea dé vuong géc gdan véi duong tron
liwong giac dd cho.

193



194

Sau nay, ta ludn xét dudng tron luong giac trong
hé toa d6 vuéng gbc gan véi né.

H2

Tim toa do6 ctia diém M trén dudng tron luong

=4: e LR s 3n
giac sao cho cung luong giac AM c6 s6 do —

(h.6.11). %

Gia tri lugng giac sin va cosin

a) Cac dinh nghia

Véi mébi gée wong gide (Ou, Ov) ¢ s6 do @, 14y diém
M trén dudng tron lwong gide &€ (OA, OM) = a, tite

13 diém M xdc dinh boi s6 ¢ (h.6.12). Goi toa do cta
M trong hé toa do gan véi dudng tron dé 1a (x ; y).
Hoanh dé x cia M duoc goi la
cosin cua goc liwong gidc (Ou, Ov)
hay cuia a va ki hiéu
cos(Ou, Ov) = cosa = Xx.
Tung dé y cua M duoc goi la sin
cia goéc liwong gidc (Ou, Ov) hay
cua ava ki hiéu

sin(Ou, Ov) = sina=y.

Néu sd(Ou, Ov) = &° thi ta cling vi€t
cos(Ou, Ov) = cosa’,
sin(Ou, Ov) = sina®.

Vidul

T

( 1
a) cos| —— | = — ;
3 2

sin| —— | = B (h.6.13).
3 2
b) sin 225° = —% :
cos225° = —% (h.6.14). ]

b+

(A,
N

Hinh6.11

/QH e
r

H"

3

.
-

=]

~

B!
Hinh 6.2

Y&

o

oy

[SY[°

wh|
-8

=

4 Y

of er

Hinh 6.14

o

=Y



CHU Y
Goi i = OA, :;' = OB la cac vecto don vi trén truc hoanh va truc

tung (h.6.12). Khi dé, néu diém M thudc dudng tron luong gide xdc
dinh boi s6 « thi

O_‘M = (cos) ; + (sin&) :r:,
tirc 1a M c6 toa do (cosa ; sing).
Goi H, K theo thit tur 14 hinh chi€u vuéng gbc clia diém M trén Ox
va Oy thi ﬁ = (cosa); va ﬁ = (sina)}, tire la

COSO = ﬁ  SINAX = &

Trong luong gidc, nguoi ta con goi truc Ox 1a truc césin va truc Oy
la truc sin.

H3

a) Tim a dé sina= 0. Khi do, cos @ bdng bao nhiéu ?

b) Tim o dé€ cosa = 0. Khi do, sina bang bao nhiéu ?

b) Tinh chat
1) Vi céc géc lwong gidc a + k2m, k € Z cung xac dinh mot diém M trén

dudng tron luong giac nén ta co

cos(a+ k2m) = cosax ; sin(@ + k2m) = sina.

2) Véimoi @, ta lubn cé

-1 <cosa<l:-1<sma<l.

3) Vi OH’ + OK*= OM? = 1 (h.6.12) nén ta c6

2 o 2
cos a+smna=1.

H4

a) Trén duong tron luong giac goc A, xét cung Iudng giac AM co6 sé do a. Hoi diém M
nam trong nita mat phdng nao thi cosa > 0, trong nia mat phang nao thi
cosa< 0 ? V& hinh minh hoa. Ciing cau hoi doé cho sina

b) Hay xac dinh dau ctia sin3 va cos3.
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Gia tri luong giac tang va cotang
a) Cac dinh nghia

Cho géc luong giac (Ou, Ov) c6 s6 do a.
sing

> ; m ool o 2
Néu cosa# 0 (tirc a # 3 +kn, k € Z) thi ti s6 dwoc goi

cosa
la tang cua goc a, ki hiéu la tano (nguoi ta con diing ki hiéu tgc).

Vay
sine
tan(Ou, Ov) = tana = i
cosa
sn g . o ux e COSE
Néu sina # 0 (titc a# kn, k € Z) thi t1 56 — duwoc goi la
sina
cotang cila goéc o, ki hiéu la cota (nguwoi ta con diung ki hiéu cotgc).
Vay
cos &
cot(Ou, Ov) = cota = — -
sina
Khi sd (Ou, Ov) = a°, ta ciing viét
tan(Ou, Ov) = tana" : cot(Ou, Ov) = cota’.

Vidu2. Theovidu 1, tacd

[ m 3
o -2 ) W

S
cos| —— =
3

cos 225°
sin 225°

b) cot225° =

b) Y nghia hinh hoc

« Xét truc s6 Af goc A, ti€p xiic véi dudng tron lwrong gide tai diém gbc A va
cting huéng véi truc Oy. Khi (OA, OM) = a sao cho cosa # 0 thi dudng thang
OM cat truc At tai diém T c6 toa d6 12 (1 ; tanea), tite 12

tana = E




Thue vay, dudng thang qua gée O (khac Oy) b/ thy
c6é phuong trinh v = kx nén né di qua diém T(1 ; tanc)
sing

S

M(cosa ; sing) khi va chi khi k =
\ cos&
Viy phuong trinh dudong thang OM la

sin & C

m i e
Hy

y = X (h.6.15). R3 rang, giao diém

cosa
T dang xét c6 hoanh do x = 1 nén tung dé

Sina

ciaTla y = = tana.
cosa

Vi vay, truc At con goi la truc tang. Hinh 6.15

» Xét truc s6 Bs goc B ti€p xic vdi dudng

tron luwong giac tai B(O ; 1), cung hudng
véi Ox (h.6.16).

yi
B
: - < oa Kp----=3
Khi (OA, OM) = @ ma sina # 0 thi duong
thang OM cat truc Bs tai di€ém 8§ c6 toa do

S(cotex;1)

la (cotax ; 1), tire 1a

cote = BS

(ching minh twrong tur nhur trén).
Vi viy, truc Bs con goi la fruc cotang . Hinh 6.16

Vi du 3. a) tan(-45°) = -1 (h.6.17).

7
b) cot —“}J’E (h.6.18). 0
L6
y L tJL ;JL 4 }Hh

S(Y3;1)

Hinh 6.17 Hinh 6.18 Hinh6.19

H5| Cac truc toa d6 ox, oy chia mat phdng thanh bén géc phan tu I, I, III, IV
(h.6.19). Héi vai diém M ndm trong goc phéan tu nao thi

a) tan(OA, OM) >0 ?

b) cot(OA, OM) <0 ?
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¢) Tinh chat

1) Tir y nghia hinh hoc néi trén, suy ra: Véi moi k € Z, ta cd

tan(a + km) = tana ; cot( @ + km) = coto

(khi cdc biéu thitc ¢6 nghia).
2) Tir dinh nghia tang va cétang, suy ra

Khi sina. cosa # 0 (tire khi o # A% ke Z), tacod

1

tana

cota =

3) Tir dinh nghia tang va cétang va tir cong thite sin’a + cos’a = 1, ta suy ra
ngay cdc cong thic

. ) |
Khi cosa # 0, l+tan " @= >
cos” &
. ) 1
Khi sina # 0, I +cot' o= —
sin” &

Tim gia tri luong giac cua mot sé goc

« Tir dinh nghia cac gia tri luong gidc néi trén, ta thidy : Néu gbe luong gidc
(Ou, Ov) c6 56 do a, 0 < o < 7 thi cdc gid tri lwong gidc cua né bang cic gia
tri lwong gide cta gbc hinh hoc uOv di hoc trude day. Vay ta ¢6 bang sau :

T T m m

o 0 — — — e

6 4 3 2

sina 0 L £ ﬁ 1
2 2 2

cosa | ﬁ E l 0
2 2 2

tana 0 % 1 J3 | Khéng xdc dinh

1

cote | Khong xdc dinh | 43 1 E 0




14.

« Khi biét mot gia tri lugng gide clia gbe @, c6 thé ding cic cong thite lwong
gidc & muc 2, muc 3 va ddu cha gia tri lwong gide dé tinh todn céc gia tri
lwong gidc con lai cua géc o.

3n

Vidu4.Cho ¢, m < < 5

a ] o - - 4
. Hay tim cosat, néu biét sine = —g.

L n i ot
Giai.Do m<a < = nén cosa < 0, tir do

e 3
cosa = -1 — sin® @ = —g- 1

y 1 ; . 5
Vidu 5. Cho «, —% < a < 0. Hay tim cosa, sine, biét tana = —%-

n " -
Giai. Do ~7 < & < 0 nén cosa > 0. Vay tur

2 I l 4

cos” a = & =
2
| + tan” & 1+§ 9

A
A5
3

2 N N - -
suy ra cos & = 3 va tir dé sina = cosa.tana = —

CHUY

Vi cho goc lugng giac (Ou, Ov) ciing c6 nghia la cho cung luong
s /-“ ’ o \ - o’ " a 2 -

giac UV twong g trén dudng tron lrong giac tAm O, nén noéi vé

cic gia tri lwong gidc cua goc (Ou, Ov) ciing c6 nghia 1 noi vé cdc

gia tri luogng giac cua cung UV tuong (tng.

n P - - " m g
Cau hoi va bai tap
M&éi khang dinh sau ding hay sai ?
a) Néu o am thi it nhat mot trong céc s6 cosa, sing phai am.
b) Néu ¢ dwong thi sinaz= V1 - cos” a .
¢) Cdc diém trén dudng tron lwong gide xac dinh bdi cdc s6 thire sau triing nhau

n,_Im Dno . Jln

T A TR
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d) Ba s6 sau bang nhau :

2 v AT 4 . i
cos 45° ; sm(—cus—) va —sin210°.

3 3

e) Hai s6 sau khac nhau :

sinll?"|I va sin(%nJrlSOSﬂ).

s « » ~ = "’ P s " ?.. # * n 2“
g) Cac diém cta duong tron lugng giae lan luot xace dinh boi cac s6 0 = ; e ;
2“ . T . » L] " A " at 2 ' 2 Py
M ; —— va — — la cdc dinh lién ti€p cua moét luc giac déu.

15. Tim cdc diém cta dudng tron lwong gidc xdc dinh bdi s @ trong méi
trurong hop sau :

2
f . . : V1 - cos“a
a) cosa = ¥ — sm2 a ; b) 5,1112 o =sina ; c)tano= ;

cosa

16. Xdac dinh ddu cua cac s6 sau :

a) sin 156° ; cos(—80°) ; tan[—%) va tan 556° ;
2 g o
b) sin[a' - E] . cos[a — —ﬂ] va tan[a — E], biétrang 0 < & < =
4 8 2 2

17. Tinh cdc gia tri lwrong gidc cna céc gbe sau :

i’ m m
a)—=—+ (2k + Dm ; b) km ; c)=+kn; d)=+kn (kelZ).
<, 2 4
18. Tinh cédc gid tri lrong gidc clia gbe o trong mbi trudng hop sau
- . 1 = 3n
a) cosa= — sina<0; b) sinag= —— —<a <— ;
4 I .
|
c)tana= — - < a<0.
5
19. Don gian c4c biéu thifc :
— _ | — cosax | T
a) x/sm'1 a + sin® @ cos’ a g b) > - (gia su sina # 0) ;
sin” a | + cosa
| — sinacos’ & . e,
c) 5 — cos’a (gia sur cosa = 0).
cos” &
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Luyén tap

20. Tinh cdc gia tri luong gidc cua cdc goe sau :

205° ~295° 750°, —510°, 2%, Lm 107 1w
T & 3 3

21. Xét géc luwong gidc (OA, OM) = a, trong dé6 M 1a di€ém khéng nim trén cic
truc toa d6 Ox, Oy. Hay lap bang diu cua sine, cosa, tana theo vi tri cia M
thuée cdc gée phan tu I, II, III, IV trong hé toa d6 Oxy. Ho6i M & trong gbéc
phan tu nao thi :

a) sing, cos cung diau ? b) sine, tana khac dau ?
22. Chitng minh cédc dang thitc sau :

a) cos'a— sin‘a= 2cos’a — 1 :

2 ] .
b)1- cot o= — (néu sina# 0) ;
sin“a  sin

1+ sinz o

1 - sin2 a

c)

=1+ 2tan’ & (néu sina# +1).

23. Chitng minh c4c biéu thitc sau khéng phu thuée « :

a) \/si114a + dcos’a + \/00340: + 4sina ]

. b 6 4 . 4
b) 2(sin @+ cos &) — 3(cos a+ sin &) ;

P cota +1 =
c) R (n€u tana # 1).
tana —1 cota —1
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Bai doc them |
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/SUDUNG MAY TINH BO TUI BE BOI S6 DO GOC
VA TIM GIA TR| LUCONG GIAC

C6 thé dung may tinh bo tii dé tim gia tri luong giac cla géc Iuong giac va ddi sé do
dé cla cung fron ra radian va ngugc lai. Ching han, ding may tinh CASIO
fx — 500MS :

— Pé tinh sin [—97:} thi an

[MODE| [MODE| [MODE| [2] [sin]

V2

Két qua 1a - 0,707 106 781 [z -T].

9 [SHIFT| = [+] 4 [5]

—
|
e

~ Pé tinh tan 63°52'41" thi an
[MODE| [MODE| [MODE| [i] [tan] 63 pr=] 52 fr=] 41 4] [5]
Két qua 1a 2,039 276 645.
— D& déi 33°45' ra radian thi an
[MODE| [MODE| [MODE] [2] 33 |45 [*] [sHIFT] [DRG] [1] [5]
Két qua |a 0,589 048 622.

- Pé déi % rad ra do thi 4n

[MODE| [MODE| [MODE] 3 [:] 4 ] [sHIFT| [DRG] [2] 5]
Két qua 1a 42°58'19" (xap xi).

GIA TRI LUONG GIAC CUA CAC GOC (CUNG)
CO LIEN QUAN PAC BIET

H| Xét hai diém M, N thuéc dudng tron luong giaec xac dinh bdi hai goc cé lién
quan néu trong bén truong hop 1, 2, 3, 4 dudi day. Co nhén xét gi vé vi tri cia hai
diém M, N d6i vdi hé truc toa d6 Oxy cho mdi truong hop ? Tur do gidi thich tai sao co
cac coéng thue sau day (chi xét cac goc luong gidac ma biéu thie trong cbng thire
c6 nghia).




1. Hai goc doéi nhau

y
(OA, OM) = &, (DA, ON)=—-a (h.6.20). M
sin(—a) = —sina |
_ e
cos(—a) = cosa i - TR
tan(—) = —tana E
cot(—&) =—cota. NI -----
Hinh 6.20
2. Hai goc hon kém nhau xn
, M
(OA,OM) = a, (OA,ON)=a+mn(h6.21).
sinfa+m) = —sina 'l "
A x
cos(&+m) = —cosa
tan(a+ M) = tana
N
cot(x+ 1) = cote
Hinh 6.21
3. Hai goc bu nhau
A
(OA,OM) = a, (OA, ON) = — & (h.6.22). .
sin(m — &) = sina Dljeagsmmsnios Ty g
i o
cos(m — &) = —cosa ' 0 : A x
tan(m — @) = —tan&
cot(m — &) = —cota.
Hinh 6.22
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4. Hai goc phu nhau

(OA, OM) = &, (OA,ON) = %— a (h.623).

" T
sin [5 - a] = cos&

T 2
COS 5— a | = sina

T
tﬂll[a- — a] = cota

yI
Cﬂt[— s a} = tandc.
2 Hinh 6 .23

Nhdn xét. Nhd cdc cong thife trén, ta ¢6 thé dira viée tinh gia tri lrong gidc
cia mot géc luwong gidc tuy v vé viéc tinh gid tri lwong gide cna goc a,

Dga5£JMmdﬂoga5£-
2 4

Vay c6 thé ding bang tra cfu sin va césin clia cdc gbéc ¢b s6 do a°
(0 £ a £ 45) dé tim sin va cosin clia cac gbéc lwong gidc tuy y. Chang han dé

tim sin(—100°), ta ¢6 thé ti€n hanh nhwr sau :
sin(—100°) = — sin100° = — sin(180° — 100°)
= — sin80° = — cos(90° — 80%) = — cos10°,

Vidu
a) Tir cdc cong thite trén, ta dé dang suy ra cdc cong thire thudng gap sau day

o . ¥ - n ~ 2 iy - ~ -~ iy ~ -
vé hai géc hon kém nhau ) (ciing c6 thé dung hinh v€ dé nhin nhan cac céng

thirc nay, xem hinh 6.24).

}'lh

lcos[:lI + a] = cos[% - (- a)] = sin(—&) = —sina ;

sin

/"—"“\
NS

+ a} = fsm[— — (- a)] = cos(—&) = cosa ;

+a | =—cotx;

J

tan

N R o3
+
R

)

o]

—_—
’,-—-_.\,,,-—-__\

Hinh 6 .24
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b) COS(—B—HJ 2 f:osﬁ = 005(311 + Ej
4 4 4

( 'n) m 2
= cos 1I-|-E = EpER s ey

¢) tan10° tan20° tan30° tan 40° tan 50° tan 60° tan 70° tan80° =

= (tan10° tan80°).(tan20° tan 70°).(tan30° tan 60° ) (tan 40° tan50°) = 1

(do tana® tan(90° — &°) = tana®cota® = 1). 0

CHU Y

Néu s6 do cua géc hinh hoc uOv la & (0 < o < ) thi s6 do cua géc
lwong gidc tuy y (Ou, Ov) bang a+ k2n hodac —a+ k2n (k € Z). Do
do, tir cac cong thirc cos(—a) = cosa ; sin(— &) = —sing, ta ¢o

cosuOy = cos(Ou, Ov), sin uov = |si11(0u, 01-’)|

vé1 mot goe luong giac (Ou, Ov) tuy .

Cau hoi va bai tap

24. Maéi khang dinh sau diing hay sai ?

a) Khi a déi dau (tic thay a bdi —a) thi cosa va sina d6i didu con tane khong
déi dau.

b) Véi moi ¢, sin2a = 2sina.

c) Véi moi «, sin[a - %] — cos(a + m)| + cos[a - %] + sin(a — m)| =
3 Nl eosamiig PR o 9% o g
cosc a
2 M y) 3n - 2_11;
e) cos 8+cos 8—1. g)smlo—coss

25. Tim cdc méi lién hé gitra cac gia tri luong gidc cua cdc cung o va @ — %ﬂ
26. Tinh :
a) sinZ 10° + sinZ 20° + sin230° + ... + sin? 80° (8 s6 hang) ;
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b) cos10° + c0s20° + cos30° + ...+ cos180° (18 s6 hang) ;
¢) cos315° + sin330° + sin250° — cos160° .

27. Dung bang tinh sin, c6sin (hoac ding mdy tinh bo tii) dé tinh cdc gid tri sau
(chinh x4dc dén hang phin nghin) :
cos(—2507) ; sin320° va sin%-
28. Xét hé toa do vuéng gbéc Oxy gan véi dudng tron lvong gise. Ki€ém nghiém
rang diém M véi toa do (4% : %) nam trén dudng tron luwong gidc dé.
Gia sir di€m M xdc dinh bdi s6 a. Tim toa d6 cdc di€ém x4c dinh bdi cdc s6

T . T
‘]'[—CZ;‘JT+(I;——(IVZ'IE+0!.

29. Biét tanl5° =2 3, hiy tinh cdc gi tri lvong gide clia géc —75°.

Luyen tap

30. Hoi cac gbe luong gidc ¢ cung tia dau va c6 s6 do nhur sau :
2594° ; —646° ; —2446° va 74°

thi cé cung tia cudi khong ?

31. Xiac dinh ddu cta cic gid tri lwvong gidc sau

c0s250° : tan(—672°) : tan&- - sin(—1050°) va cos@-

8 5
32. Hay tinh céc gia tri lwong gide cua gbe o trong moi trudng hop sau :
a)sina::isl-vécosaciO; b) cosa = —1—8— vil-;l<a il | i
c) tana = \Evi‘lﬂ = T 3711
33. a) Tinh 511122_11 + cos QSTH + tan (— 2?T“) i

o L 5
b) Biét sin (n + &) = -5 tinh cos(2m — @), tan( @ — /1) va sin (37“— a) :
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34.

3

Chimng minh rang :

|l = 2sin@cosa |- tanea ¢ ol e T 3
a) 5 i (khi cédc bi€u thirc d6 c6 nghia) ;
cos“a —sin“a 1+ tana

b) tan’el — sin‘c = tanzasinza; c) 2(1— sina)(1+ cosa) = (1 — sina + cosa)z.

- . s . 3 3
. Biét sina — cosa = m, hay tinh sin” & — cos™ .

Véisé a,0< a< % xét di€ém M clia dudng tron lwong gidc x4c dinh bdi s6 2a
roi xét tam gidc vuéng A'MA (A' d6i xitng véi A qua thm O ctua dudng tron).

a) Tinh AM? bang hai cich khidc nhau dé suy ra cos2a =1 — 2sin’ .

b) Tinh dién tich clia tam gidc A'MA bang hai cidch khic nhau dé suy ra
sin2 ¢ = 2sina cosa.

c) Ching minh 3111— = — cos— = VZ—I— -J_ roi tinh cdc gia tri

o O

lrong gidc cua cac géc g

Trong hé toa dé vuéng gbc Oxy gan véi mot dudng tron lwong gide, cho diém
P cotoadod (2;-3).

e

i . —  OP
a) Chimg té6 rang diém M sao cho OM = 14 giao di€m cha tia OP véi

lo#l
dudng tron lwong giac dé.
b) Tinh toa d6 clia diém M va tir d6 suy ra cosin, sin cta géc luwong giic (Ox, OP).

03,

BIRULA & wii| —0% ) ol 2398
: 180 + 7 180 + 7

1807

That vay, dat x = thi ta cé
180 +
_ _ _ [ 1807 j -
siny = sin(w— x) = sin| & — = sin
180 + 180+
Y X
= sin— = sinx® (chUy rang x° = —rad).
180 4 y g 180 )
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1.

208

C6 thé thir lai diéu la nay nhd may tinh bd tii CASIO fv — 500MS béng cach &n
180 [x] [SHIFT] = [£] 130 SHIFT] = || [SHIFT] [STO]
|ON[ |MODE| |[MODE| [MODE| [1] [sin|] |ALPHA] [

Két qua la 0,053 864 486.

An tiép :
[on] [MoDE] [MoDE| [MoDE] (2] [sin] [ALPHA] [A] [E]

Cho két qua 0,053 864 486.
1807

Cac sb y=Qk+1) (k € Z),
180 + 7
el O,
180 - =

cting cé tinh chét siny = siny®, sinz = sinz°.

MOT sO CONG THUC LUONG GIAC

Cong thiic cong
a) Cong thic cong doi véi sin va cosin

Véi moi gée luong giac «, B, ta cod

cos(a — p) = cosacosf+ sinasinf
cos(a + ) = cosacosf— sinasing
sin(@ — ) = sincosff— cosasing

sin(a + f) = sina cosf+ cosasinf.




Chitng minh Y4
? N

1) Gia strcdc diém M va N trén dudng tron M
lwong giac theo thir tw x4ac dinh boi a va S
(h.6.25) thi OM c6 toa d6 (cosa ; sina), A "
ON coétoa do (cosf3; sinf) va tich vé hudng a # &
OM . ON = cosacosf+ sinasing.
Mat khac

oM .ON = |oml.[oN|cos NOM = cosNOM, Ll
ma da biét

cos NOM = cos(ON, OM) = cos[(OA, OM) — (OA, ON)] = cos(c— B)
nen suy ra
cos(@— ) = cosacosf+ sinasing.
2) Tirl) ta suy ra

cos(a+ B) = cos[a— (— B)] = cosacos(—L) + sinasin(— )
= cosacosf— sinasing.

3) Tacd

sin{a— B) = cos{% - (a - ﬁ)} = co{[%— af] + ﬁ}

m .M ; ; ;
= CDS[E — a’}:osﬂ — 3111[5 — a]smﬁ = sina cosf— cosasing.
4) Tacod
sin( + P = sin[a — (-P)] = sina cos(— ) — cosasin(—p)
= sina cosf+ cosasing.

Vidu 1. cos% = cos(‘u—l)z — cos =

12

= —cos(ﬂ—l)z —(coslcosﬂ-l—sinlsinﬂ)
3 4 3 4 3 4

:_[L \5+'\§ ﬁ]:_

2

H1| Hay kiém nghiém lai cac céng thirc céng néi trén voi ectuy y va

a)f=m1; b) ==
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b) Céng thic cong doi véi tang

Ta co
tana — tan
tan(a — f) = £
| + tana tan S
tana + tan
tan(o + f) = g :
|l - tanatan g

. M 7 ” # ~
voi moi @, flam cho cac biéu thitc ¢ nghia.

Thue vay
sin cos 8 — cosasinf3

tan(a@ - B) = sin(a — ) _ cosa cos _ tana —tan f
cos(a¢ — B) cosacosfB+sinasinf 1+ tanatan S
cosacos [

tana — tan(—f) _ tana +tan f

tan(x + p) = tan|a — (— =
( P [ =) | + tanetan(—fB) |- tana tan B

T i
tan — — tan—
Vidqltan%=tau[%—%}= 3 4 =J§_1=2—\E. O
1+ tan%tan% 1+ ‘E

H2| Dé cac biéu thirc  céng thife tan(e + B) noi trén co nghia, diéu kién cia «, B la

cac goc a, §, a+ B khéng cé dang —;E +km (k € Z). Piéu dé co dung khéng ?

Cong thirc nhan doi

Trong cac cong thire cong néi trén, dat a = £ thi duoe cic cong thire sau day

gol la cac cong thiic nhan doi.

2 o
cos2a&=cos @—sin"&
sIN2¢ = 2sIng¢.cosa

2tanc

2

tan2 o = .
l-tan“ &

%Jrkﬂ, az L+ kL, ke ).

(Trong cong thirc cudi o # 1 >



Vidu3
2 s P, 2 2 ; 2
a) cos2a=cos a—sin a&=cos &— (1 —cos"a)=2cos a—1;
; 2 i R
cos2a=cos a—sin a=1- 2sin a.

b) V61 a# %—H{% (k €Z) thi cos2a# 0vatacd

|l +sm2a sin’ @ + cos’ & + 2sina cosa

cos2¢ cos® o — sin® &

’ 2 :
(sma + CDSOJ) cosa +sma

(cosa — sin&)(cos@ + sin&) cos& — sin&

CHUY
Tir trén ta suy ra

9 1 + cos2a .2 1 - cos2a
cos = —— ; sinf@= — .

2 2
Céc cong thitc nay goi la cac cong thite ha bdc. (Chiing cho phép

o 7. ’ .t ’ > 2 - 2 5 o 7 2 2
bién déi cac biéu thite cia cos” @, sin” @ thanh biéu thitc cia cos2a).

” # - . 4 s T[
Vi du 4. Tinh césin, sin, tang cua géc TR

T
1+ cos— ,
(;fﬂ"’! Tﬂ Cé le_flSZi = 6 — 2 W Jg nén Cosi — ‘2 + \/g ,
- 2 t 12 2

fL
.. 1~cos—6— 2_\5 i fz_ﬁ

sin” — = = nén sin— = ———

12 2 4 12 o)
T 2—\/?:

tan— = ——=2—\/§. 0
12 \/2+J§

H3| Hay tinh cos4 a theo cosa

H4| bon gidn biéu thire

sing cos ¢cos? & cosd o
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Cong thiic bién doi tich thanh tong va bién doi tong thanh tich

a) Cong thiic bi€n doi tich thanh téng

Str dung cong thiic cong, ta dé dang suy ra cdc cong thirc sau day goi 1a

cong thirc bién doi tich thanh tong.

cos cos 3 = %[cos(a + )+ cos(a - ﬁ)]

sinagsin ff = —%[cos(a‘ + ) — cos(a - ﬁ)]

sina\:casﬁ:l sin|le + f)+sm|la - G)].
[sin(a + 8) + sin(a - )]

. I
Vidu 5. Tinh 5111—1151111-
24 24

v e - Sn.o0m I
Giai. Tacd sin—sin—=——
24 24

1{ = m
| COS i 08—
e

Eidir b cosdino,
12 12

H5

b) Cong thirc bién dé6i tong thanh tich

1 5m
cOS| —+— | —COS
2| 24 24

4

Sn

-]

|-5(45-42).

T

O

Trong cdc cong thite bi€n déi tich thanh téng trén day, néu dat a + f = x,

xX+y

2
diy goi 1a cong thitc bién doi tong thanh tich.

a-f=y [tfl’clﬁa‘:

X = ‘V. ~ F ~ -
» B = T thi ta suy ra dugc cac céng thirc sau

Xt ¥ xX—Yy
COS.X + cosy = 2cos —C08 .
2
. X+y ., x—=-Yy
cosX — cosy = —2sin —sin '
2
; ; el il
sinx + siny = 2sin cos
2
. : X+y . x—y
sinx — siny = 2 cos——=sin ~




38.

40.

Vi . Ch inh ra - =50
i du 6. Chirng minh rang = e 2
SiIn—  SIn—
0 10
Giai. Ta cd
1 1 1 . 3 .M
—— g = - I [SIHIU — smﬁj
sin— sin— sin—sin—
10 10 10
nom) (3 m
= 1 3 2 cos 10 10 Sin 10 10 |_ 1 3 2(:053511'11
sinlsin—'jI 2 2 sinisin—1|T 5 10
10 10 10
T
MR n nom 3n
=2 3?[ e O [do cos—zsin[;—-—]zsin——].
SR 5 2 B 10

” 7= b1 - ~
Cau hoi va bai tap
Hoéi mdi khang dinh sau c6 diing khong ?
Véimoi a, B, ta cd
a) cos(a+ B) = cosa+ cosf; b) sin(e— f) = sina — sinf3;
c) sin( & + ) = sinacosf+ cosasinf; d)cos(ax— f)=cosacosf-sinasing;

e)

sinda

= tan2 & (khi c4c biéu thifc c6 nghia) ;
cos2a

" y
g) sin” @ = sin2a.

. Sitr dung 75° = 45° + 30°, hily tinh cdc gia tri lwvong gidc cha gbe 75°.

Str dung 15° = 45° — 30°, hay tinh cdc gid tri lwong gidc ctia gbc 15° (d6i chi€u
v6i ket qud bai tap 29).

Chimng minh rang :

a) sina + cosda = \/Esin[a + %] :
) i T
b) sina — cosa = 25111[0: — E] y
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41.

45.

214

m | -tan m 3n
c) tan| — — & —— (@ #—+kn,aa #—+km) ;
4 1 + tana i 4

l

d) tan[£+ a] LG o o M By
4 | - tane 4

s 1 = m o g u5 5 T
a) Biét sina = = va a € [5 : ‘n], hay tinh cac gia tri lwong gidac cua géc 2a
va goc =

2

0

b) Sir dung 15° = , hiy kiém nghiém lai két qua chia bai tap 39.

. Chitng minh rang :

a) sinll]—;coss—ﬂ = —(2 \/_)

b) cc-sﬂcosﬁt—coss—ﬂJI = —i- (Hudng dan. Nhan hai vé€ véi sini) !
7 7 7 8 7

c) sin6° sin42° sin66° sin78° = % (Huéng ddan. Nhan hai v& véi cos6”).

. Diing c6ng thife bi€n déi tich thanh téng, chitng minh :

a) cos75%cos15° = sin75%sinl1 5° = i ;

2—J§

b) cos75%sin15% = ——— ;

2+J_
A
d) cosasiu(ﬂ - ;/) + cosﬁsin(}/ — a) + cosysin(a - B) =0, véi moia, B, 7.

c) sin75%o0s15° =

DPon gian c4c biéu thite sau :

a) sin E+Q: —sin E—a : b) cos> E+a —cos® E—a .
3 3 4 4

Chitng minh rang :

sina — sin i’
E . ~J3 néu @ + B = — vacosa # cosf

cosa — cosﬁ 3

a)

cosa — cos/a il —_ -
b) — . = tan4a (khi cac biéu thirc ¢6 nghia).
sin/a — sina




46.

47.

48.

49.

50.

Luyén tap

Chitng minh rang :

. . . 3 3
a) sin3a = 3sina— 4sin" & ; cos3a = 4cos a— 3cosc ;
y ¢ [ o | A 1 .
b) sinasin| —— a |sin| —+ & | = —sin3a ;
3 3 4

(5-o)l5+ )=
COSQCOS| —— & |cos| —+ @ | = —cos3ax .
3 3 4

l:fng dung. Tinh sin 20° sin40° sin80° va tan20° tan40° tan80° .
Chitng minh réi ding mdy tinh bd tii hoac bang s6 d€ kiém nghiém lai gin
ding két qua :

NE)

a) cos10°c0s50°cos70° = sin20°sin40°sin80° = — ;

1
b) sin10°sin50°sin70° = c0s20°cos40°cos80° = g .

Chitng minh rang

2m 4n om |
COS—+ COS— + COS— = ——,
7 7 7 2

Huong dan. Nhan v€ trai véi sm?( hoac 511’17) ro1 sir dung cong thire bién
déi tich thanh téng.
Chitng minh rang, gid tri mbi bi€u thitc sau khéng phu thuoe vao x :

2 )
a) cos (a+ x)+ cos'x— 2cosacosxcos(a+x) ;

b) sindx sinlOx — sinl Ly sin3x — sin/x sinx.

Chitng minh rang :

a) Néu tam gidc ABC ¢é ba gbc A, B, C thoa min sinA = cosB + cos C thi
tam giac ABC vuéng ;
b) N&u tam gidc ABC c6 ba géc A, B, C thoa man sinA = 2sinBcosC thi

tam giac ABC can.
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51.

53

216

Chirng minh rang néu @+ f+ y= 7 thi :

; ; ; o
a) sina + sinf + sin y= 4cus—cos£cos£ :

2
e

.. .
b) cosa+ cosff + cosy= 1+ 4sin—sin—sin*= ;
g A e
¢) sin2a + sin2f + sin2y = 4sinasinfsiny ;
d) cos’a + (:052)5’ + cosz;tf: |- 2cosa cosfi cosy.

‘ s ’ S s 1 AR
a) Chitng minh rang n€u « va f khéc ?-i— kn (k € Z) thi

sm(a + ﬁ) A L T sm(a — )5’)

tana + tan f = :
cos¢ cos fB cos ¢ cos [

b) Chimg minh ring véi @ ma coska # 0 (k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) va
sina # 0 thi

1 1 1 tan8a — tana
+ + ot = :

cos@ cos2a  cos2¢ cos3x cos/a cos8a sing

x

Biét cosa + cosf = a, sina + sinf = b (a, b 1a cdc hing s6 va a” + p 2 0),

hiy tinh sin( e + f) theo a va b,

. Quy dao cia moét vat duoc ném 1én tir gbe O, véi van téc ban dau la v (m/fs),

- LY ~ - T[ % -
theo phuong hop véi truc hoanh Ox mét géc @, 0 < a < 5 la parabol cé
phuong trinh

Y= —————— g 5 +? + (tana)x,
2vicos T a
trong d6 ¢ la gia toc trong trueong (g~ 9,8 v

mjsz) (gia sir lue can cua khong khi khong

déng ké). Goi tdm xa cta quy dao la 4/(—\
2 # . ~* * = ar » 4.4
khoang cach tir O dén giao diém khac O

0 X

cta quy dao vdi truc Ox (h.6.26).

a) Tinh tAim xa theo a (va v). Hinh 6.26
; v 2. & T BN S i .
b) Khi v khéng déi, & thay déi trong khoang [O : 5] , hoi véi gia tri o nao thi

thim xa cua quy dao dat gid tri 16n nhit ? Tinh gid tri 16n nhat dé theo v. Khi
v =80 m/s, hiy tinh gia tri Ién nhit dé (chinh xdc dén hang don vi).



LUJNG GIAC VA NHA TOAN HOC O-LE

Le-0-na O-le
(Leonhard Euler, 1707 — 1783)

Nhu moi khoa hoc khac, Ludng giac phat sinh tir nhu cau
cla ddi séng : Nganh Hang hai doéi hoi phai biét xac dinh
vi tri clia tau bé ngoai bién khdi, vi tri clia cac hanh tinh,
clia cac vi sao; cudc s8ng xa hdi véi cac hoat déng san
xuat doi hdi do dac ruéng dat, thiét 1ap ban dé... . Cac nhu
cdu d6 lam cho mén Luong giac phat sinh va phat trién.
Thdi ¢8, cac nha toan hoc Hi Lap da gép phan dang ké
vao viéc phat trién mén Luong giac. Lé-6-na O-le la ngudi
da xay dung Ii thuyét sdu sic vé luong giac trong cudn
"M& dau vé giai tich cac dai luong vé cling bé" xuat ban
nam 1748. Trong céng trinh d6, O-le da dé cap khai niém
radian, nhung tif "radian” (gan véi tor "radius” cé nghia la

ban kinh) mai dén nam 1873 méi dudc dung chinh thic l1an dau tién & Pai hoc
Ben-phat (Belfast), Bac Ai-len.

C-le la mét trong nhing nha toan hoc 18n nhat tir xura dén nay. Ong sinh tai Ba-lo,
Thuy Si. Ong da tién hanh nghién ctu nhiéu dé tai khoa hoc thuéc nhiéu linh vuc
khac nhau nhu cd hoc, am nhac, thién van... Hau hét moi nganh toan hoc déu mang

ddu an cac két qua nghién clu clia 6ng. O-le 1a ngudi say mé, can cu trong céng
viéc. Cudi dai du bi ml ca hai mat, éng van ti€p tuc hoat déng sang tao. Trong cudc
dsi minh, O-le da viét trén 800 céng trinh khoa hoc. S& céng trinh clia 6ng it ai

sanh kip.

Cau hoi va hai tap on tap chuong VI

55. Hoi mbi dang thite sau c6 diing v6i moi s6 nguyén k khong ?

2) sin(% 5% A—-n] = (~1)* b) cos(km) = (1) ;

n km L , -'
c) zm( 2]—( ) ) sin -
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56. Tinh:

. 4 & ... 4
a) sina, cos2a, sin2a, cos— va 31113 , b1ét cosa = g vi-—< a@<0;

N3

i i a8 . 3n
b) tan[—— a],blét cos@= —— VAN S X< — ;
4 11 2
. 4 . S
c) sin & — cos &, bi€t cos2a= = ;

S s < 1
d) cos(a — p), biét sina — sinff= — va cosa — cosff= = :

=
3

M s 3 ST T
e) smEsm—sm—sm—-

16 16 16

57. Ching minh rang :
a) 25111(E + a] sin[E — a): cos2& ;
4 4

b) sina (1l + cos2a) = sin2acos ;

| + sin2a — cos2a i e g <
c) - = tana (khi cac biéu thire c6 nghia) ;
| + sin2a + cos2a

| 2 . B =
d) tana — = - (khi cac biéu thirc cé nghia).
tan & tan 2a

58. Chitng minh rang :
a) Néu a+ B+ y=kmn (k € Z) va cosacosfcosy# 0 thi
tane + tanf+ tany = tanatanPtany

; 1 1 1
b)Neu0< a< f< ?% vitang= o, tnf= =, tany= = thia+ S+ y= % :

I 3

c) — = B

sin10®  cos10°

59. Chitng minh rang véi moi a, f, v, ta cé
cos(a + fsin(a — f) + cos(f + Msin(f — 9 + cos(y+ a)sin(y— a) = 0.
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60.

61.

64.

63.

66.

Trong cdc bai tr 60 dén 69 hdy chon phiong dn trd loi diing trong cdc
phitong an da cho :

/ 5 1 u . -
Néu sina + cosa = 3 thi sin2a bang :

3 3 1
A) —; B) ——; e ' D) —.
()8 (B) 2 ()Er (D)

Véi moi &, Sin{%n+ a:) bang :
(A) sina ; (B) — sina ; (C) — cosa; (D) cosa.
. T T . T 11
S11— COS — + S111—COS —
15 10 10 15 bang :
= :

27 m . 271 .
COS—COS— — 51N —S1Nn—
15 5 15 5

(A) 3 ; B) 1; ©) -1 : (D) %

T T e
. COS—co0s— bang :
12 12

V3 V3 I !
(A = B) - © 3 (D) -~

. 90° 270°

sin——cos bang :

(-9 o) D)
(A)E[I‘TJ’ (B)E( -1 ; (C>51+7,(D)J§—1.

3

cos80° — cos 20°

sin40° cos10° +sin10° cos40°

(A) 15 (B) g ; (©) -1 (D) —%-

Géc luong gide (Ou, Ov) ¢6 s6 do & ma uOv 1a gée nhon thi :

bang :

T T T T
A)D<a< —; B -——<a<—: C)-—x<ax<0;
(A) 7 (B) g = (C) 5

(D) C6 s6 nguyén k dé ‘%* k2m < a <%+A‘2ﬂ.
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67.

68.

69.

220

Géce lwong giac (Ou, Ov) ¢6 s6 do & ma uOv 13 gbc tu thi :

(A) Cé 86 nguyén k dé %—F 2n<a <3Tﬂ+k2'n . B)-n<a<- % .
©) Boael D)L <a<n

> S 2 '
Véi géce luwong giac (OA, OM) ¢é s6 do @, xét gée lwong giae (OA, ON) c6 s6

do % (M va N cung nam trén dudng tron lugng gide gde A). Khi dé, véi moi
& sao cho M nam trong géc phan tu III cia hé toa do gan véi dudng tron dé
(M khéng nam trén céc truc toa do), di€ém N luén ;

(A) Nam trong géc phan tu 1 ;

(B) Nam trong géc phan tur II ;

(C) Nam trong gbc phan tu 11T ;

(D) Khéng nam trong cic gbe phan tu I va 111,

Véi gée lrong gidc (OA, OM) c6 s6 do @, xét gbc lwong gidc (OA, ON) cé s6
do 2a (M va N cung nam trén dudng tron luong gide géc A). Khi dé, véi moi

a sao cho M nam trong géc phan tu I cia hé toa do gan véi dudng tron dé (M
khoéng nam trén céc truc toa do), diém N luén :

(A) Nam trong géc phan twI; (B) Nam trong géc phan tw Il ;
(C) Nam trong gbc phan twIIl ; (D) Khéng nam trong gbc phan tw IV,

Cdu héi va bdi tap on tap cudi ndm

Cho cac tipcon A=[-1 ;1] ,B=1[a; b) vda C = (- ; ¢] clia tip s6 thuc R,
trong d6 a, b (a < b) va ¢ 1a nhimg s6 thue,

a) Tim diéu kién ctia avih dé A C B ;
b) Tim diéu kién cia cd€A N C=T ;
¢) Tim phan bu cta B trong R ;

d) Timdiéu kiénciaavahdé A "B # Q.



L2

»

th

Tim tap x4c dinh va xét tinh chan - 1é cia méi ham sé sau :

o ® S x+1 .

D) fi)= = B
J 2

¢) fy(x) = ‘2—1 : &)= dT+x-+l-x.

Ax° —
Cho hai dudng thang (d;) : y=mx — 3 va(dy) : x+ y=m.
a) V&i gia tri nao cta m thi (dy) // (d,) ?
b) Véi gia tri nao cta m thi (d,) L (d,) ?

c¢) Tim diéu kién ctia m dé hai dudng thang cat nhau.

K b (Hy) 12 86 thi olie Bl sd y=-=
X

a) Tai sao (H)) c6 tAm d6i xitng 1a géc toa dd O ?

b) Xdc dinh phép tinh ti€n bi€n (H,) thanh d6 thi (H,) clia ham s6 y =

Tim toa do tam doi xing cua (H).

c¢) Xdc dinh phép tinh ti€n bi€n (H) thanh do thi (H,) cia ham s6 y =

Tim toa do tim d6i xing cia (H,).
a) Lap bang bi€n thién va vé dé thi (P) ctia ham s6 y = Lrx-6
b) Bién luan theo m s6 giao di€ém ctia (P) véi dudng thang (d) : y= 2x + m.
c¢) Khi (d) va (P) cat nhau, goi A v B 1a hai giao diém, hiy tim toa d6 trung
diém ctia doan thang AB.
Cho phuong trinh
2%+ (k- 9x+ k> + 3k +4=0. (*)
a) Tim k, bi€t rang (*) c6 hai nghiém tring nhau.

b) Tinh nghiém gan dung cua (*) vdi k = ~f7 (chinh xic dén hang
phin nghin).

Cho phuong trinh ) 2(-\5 + Dx + 2\/_ = .

a) Khong giai phuong trinh, tinh gin ding téng cdc binh phwong hai nghiém
clia phuong trinh di cho (chinh x4c dén hang phan tram).
b) Tim nghiém gin ding cua phuong trinh dé (chinh xdc d€n hang phan tram).
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8. Bién luin theo tham s6 m s6 nghiém va diu cidc nghiém ctia mbi phuong
trinh sau :

a) P 4(m + 3)x + 6(!?12 -S5Sm+6)=0; b)(m- l).lr2 —(m-3)x-m-3=0.

9. Giai va bién luan cdc phuong trinh :

o B ’”l_ S | ;b m+ I -3=x+2; o (mx+1)yx-1=0.
X+

10. a) Lap phwong trinh béc hai ¢6 hai nghiém x; va x, thoa mén cac hé thic :
Xy +Xy+xx=0 va m(xy +xy) — X1 xo= 3m + 4.
b) Xét ddu cac nghiém cua phuong trinh dé tuy theo m.
11. Giai va bién luan cdc hé phuong trinh :
; {(m +3)x+2y=m b {(2:}? +3)x+35y=m-11
Bm+x+(m+1)y=1; (m+2x+2y=m—2

12. Giai cdc hé phuong trinh :

R . . R 38 ol s g v
5 x“ =5xy+y i b) X*+y +x+y=8 o5 X“+y -x+y=2
2% gz 1t xX+y+Exy=9; xy+x—-—y=-1,

13. Chirng minh rang :

2 ) 2 2
) LD s mys b)”2+bz+“'2
g% '

+£+ﬁwmhpekﬂ.
b a

=

a
c

14. Tim gid tri nhé nhat ctia cdc ham sé sau :

a) flx) =x+

trén khoang (-2 ; +0) ;
X+ 2

b) g(x) = 3.1‘2 + l trén khoang (0 ; +=),
X

15. Tim gia tri 16n nhat cua ham sé fix) = (2 — x)(2x + 1) trén khoang (-0,5 ; 2).
16. Giai cdc hé bat phuong trinh :

2 -4>0 xPids Bl .0

a) ¢ 1 | b)§ &
> — > 0.
X b A |

+
x+1 x+2
17. Giai cac phuong trinh :
a) V2x + 8 =3x+4;b) PP +5x + 6| = 3x+ 13; ¢) (P + 3P+ 3x +4) = 5.
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18. Giai cic bat phuong trinh :

a) By Sx +2|>0; b) \/212 +Tx+5>x+1;

c) \/_1‘2 +4dx-5<x+3.

19. Trong ki thi Ti€ng Anh, di€ém thi clia 32 hoc sinh (thang diém 100) nhu sau :

s

F

68 79 65 85 52 81 55 65 49 42 68 66 56 57 65 72
69 60 50 63 74 88 T8 95 41 8/ 61 72 59 47 90 74
a) Tinh s6 trung binh (chinh xdc d&n hang phan tram).

b) Tinh s6 trung vi.

c) Hay trinh bay méu s6 liéu trén dudi dang bang phan bé tan s6 ghép 16p véi
cac nira khoang [40 ; 50) ; [50; 60) ; ... ; [90; 100).

. Moét siéu thi thu thip duoc cdc s6 liéu sau day vé sé tién (don vi : nghin déng)

ma moi ngudi di mua & day.

Lop Tan sé
[0; 99] 20
[100 ; 199] 80
[200 ; 299] 70
[300 ; 399] 30
[400 ; 499] 10
N=210

a) Dau hiéu va don vi diéu tra & day 1a gi ?
b) Tim s6 trung binh, phwong sai va dé léch chuin (chinh x4c dén hang
phan tram).

1. Tuéi cha 60 c4n bd trong mot co quan duoe théng ké va trinh bay trong bang

phan bé tan s6 ghép 16p sau :

Lép Tan s6
[20 ; 30) 13
[30 ; 40) 26
[40 ; 50) 15
[50 ; 60) 6

N =60
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a) Dau hiéu va don vi diéu tra & day 1a gi ?

b) Lap bang phin bo tan s6 - tan suat ghép 1p.

c) Tim s6 trung binh,

d) Tim phuong sai va dé 1éch chudn (chinh xdc dén hang phan tram).
e) V& bi€u d6 tdn s6 hinh cot.

f) V& biéu d6 tin suit hinh quat.

2
L2

. - 2 3 u F -4 = = 4
. a) Biét sina = F cos [ = 5 va cac diém trén duong tron luwong giac

xdc dinh bdi s6 e vd Bnam & gbée phan twr II. Hay tinh sin(a + ), cos(a + B),
sin(a — pP), cos(a— ).

: 4 . m B e oy b ik
b) Cho sin2a = - va > << e Hay tinh cdc gia tri lvgng giac cua o..

23. Chitng minh cdc dang thifc sau :
a) sin’ [E + a] _ sin® [E — a] = QsinZa :
8 8 2

b) coszaJrcosz[a—l}rcosz[g—a] = = ;
3 3 2

m m BT - i
c) tan [E - aj tan ¢ tan [E + a] = tan3e (khi cac biéu thitc c6 nghia).

Ung dung. Tinh tan10°tan50°tan110°.

24. Ching minh rang :

a) sin(a + B)sin(a — p) = sin” & — sin’ B = cos> B - cos” & ’

tane + tan 8 sin(a + B)

b)
tan — tan B sin(a — B)

(khi cdc biéu thitc ¢6 nghia).

25. Tim cdc s6 C va Bsao cho sina + cosa = Csin( &+ ) véi moi a.
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Hudng dan va dap so

Chuong 1

1. a) Khong la ménh dé. b), c) Ménh de sai.

2. a), b), ¢c) Ménh dé phii dinh sai.

4. P(5) lameénh dé ding, P(2) la ménh de sai.

6. Ménh dé dao ding. 17. a) Piing ; b) Puing ;
¢) Sai; d) Sai; e)Pang ; g) Sai.

19. a) Dung ; b) Pung ; ¢) Sai ; d) Dung. 20. (B).

21.(A}.22.3)A:{D;2;—%};b)3={2:3;4;5}.

24. Khéng bang nhau. 25. BC A, C C A, C C D.
XL.FCECCcBcA; FcDcCcBcA;
D ™ E=F.29.a)Sai;b)Ping ; c¢) Sai ; d) Pang.
30.AuUB=[-5:2; AnB=(3:1].
31.A={1;5;7;8:3;6;9},B={2;10;3;6:9}.
2ANBNO)={2;9}:AnB\NC={2;9].
34.a)A; b){0;1;2;3;8;10}.35. a)Sai;
b)Ping. 36.a) {a:h:c}. {a:b;d}, {b:c;d},
la; o5 dt pbydes BE faed 1asdl i85 el,
{b: d}, {¢:d)};c) {a}, (b}, {c}, {d}, B.
37.b-2<a<bhb+1. 38.(D).39.AUB-=

(—1;1);AnB={0}; CgA=(—»;-1] W(0; +w0);
41. Cr(A UB) = (-0 ; 0] U [4; +);
Cr(ANB)=(—o; 1)U (2;+m).

42. (B). 43.A<0,0014.
46.2) 42 ~ 1,26 32 ~ 1,260 .

b) \.‘3 100=4,64 ; '\13 100 =4,642 . 47. 9, 4608.10'
(km). 48. 9.9773.10%(s). 49. 5.475.10'% ngay.
50. (D).55.a) AnB:b) AAB;c)Cprd uCgB.
60. Néum = 5thi A m B = {5}. Neum < 3 thi
ANB=O Neum>53thi AnB=1[5; m].
61. 2 <m < 5 thi A U B la mét khoang :
AUB=(m;3)nfu2<m<3;AuUuB=(3:53)
nfuld<m=<4:AUB=3:m+1)néu
4< m<).

62.2)1.2.10"% 1) 1.6.10%%: ¢) 3.10"%.

2

Chuong 2
. aaR; b)RN{I;2}; ¢)[1;2)w(2;+w);

d) (=1 ; +e0). 2. {2000 ; 2001 ; 2002 ; 2003 ;
2004 ; 2005} ; f(2000) = 3,48 ; (2001)=3,72 ;
f2002) =3,24 ; ...; f2005) = 5,20. 4. a) nghich
bién trén khoang (- ; -1) ; dong bién trén
khoang (-1 ; +). b) dong bién trén (- ; 1) ;
nghich bién trén (1 ; +w). ¢) nghich bién trén
méi khoang (- ; 3) va (3 ; +w).

5. a) Ham s6 chan ; b) Ham 56 1é ; ¢) Ham s6 1é ;
d) Ham s6 chan. 6. a) y=0,9x+3; b) y=03v— 1 ;
c)y=05x-2); d) y=03(x +6). 7. Khong
xdc dinh mot ham s6. 8. a) Cé diém chung khi
a € D ; khong cé diém chung khia & ® ; b) Co
khong qud mot diém chung ; c¢) Khoéng la
do thiclia ham s6 nao ca. 9. a) x = 13 ;
b)—1#x<0:c)(-2:;2];d)[1:4]\{2:3}.
10. a) [-1 ; +») ; b) fi-1) = 6, f0,5) = 3,

ﬂg)zat— V2 f1)=0,2)=3 . 11.A4, B, C
khong thude do thi ; D thuoe do thi. 12. a) Nghich
bién trén (- ; 2) va (2 ; +o). b) Nghich bién
trén (—o ; 3) ; dong bién trén (3 ; +). ¢) Pong
bién trén (- ; +). 13. b) Nghich bién trén
(0 ; +) va (-0 ; 0). 14 Khong chan, khong l¢.
15. a) Tinh tién (d) xuéng dudi 3 don vi
b) Tinh tién (d) sang phai 1.5 don vi.

lﬁﬂ) _‘.?:_2—'_-‘-; b) y=- 2 - ¢) y= x+1 .
X «\+3 ‘+3
{8 el e sl
._ 2. : JE. :
}!: i_ll'+2 Vﬁ -‘_|= JE_.‘__ 2;
2
1 Z
y=——m=X + 3\!’5‘[_‘\-‘: ———(__\-_ l)
2 >

18. a) [-2 ; 3]. 19. b) Tinh tién dé6 thi cna f
sang trai 2,5 don vi. 20, Khong.
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2l.a)y=-15x+2.2Ly=—x +3; y=—=x-3;
y=x+3vay =x-3.
B.a)yy=2x|+3;b)y=2x+1]|;c) y=2x-2|-1.
6.x neul <x <10
2,5x +35 nfux>10

b) f(8) =48 ; f(10) =60 ; f(18) = 80.

25.a) f(x)= {

néu x < -1

néu x =1

J'—.x' +35
26.a) y=<-5x+1néu -1<x<1
1_.\' -3

28. a)_‘.-‘=.\'2— 1 b)_‘.-‘=—%.\'2+3.

29.a) y= —%(_r + 3)2; b) y=(x— 1%

30. a) Tinh tién parabol y = X sang phai 4 don
vi, 16i xuéng duéi 4 don vi. b) Tinh tién parabol
y= —3_1'2 sang trai 2 don vi, 16i lén trén 21 don vi.
31.a) Pinh la I(-1 ; 8) ; tryc d6i xting x = —1.
c)y20e -3<x<1.32b)fix) >0 &
“l<x<3; glx)>0 & x< -4 hodic x> 2.
c)fix) <0 © x<-1 hoacx>3; glx)<0
S —d<y<?.

33. Xem bang sau :

Ham s6 |Gid tri| Gid tri
co gidtri| Ion nho
Ham s6 lon nhdt /| nhat | nhdt
nho nhdt
khi x =17
=B 6T | %=1 4
y=-5x%-5¢+3 [x=-05] 425
_1-‘=.r2—6_r+9 x=3 0
y= —4x? +4x-1 | x=05 0

aa>0vaA<0:bla<0vaA<0 ;c)a<0
VAA>0.37. a) fit) = 497 + 122t + 12 ;
b) = 8,794 (m). c)= 2,38 (giay). 38. a) flx) = ur_s.‘2 + by

43 3483

L 25 5 3983 g iR 3500
4= "T520" T Tgp D I80 ). D) B)
b) (A) ;¢c) (C). 40, a)h=0,a #0tuyy:

by b = 0, a # 0 tuy y, ¢ tuy y.
4L a)a<0; ¢>0:h<0:;b)a>0; c>0;
b<0;:c)a>0;¢=0;b>0.d)a<0;¢<0;h>0.
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42.a)(0;-Dva(3:2):b)(-1;4)va(-2:3);
)B-5:1-2d5)vaB+5 ;1+245).
43. _v=.\'2—.t'+ l.

3x néu 0
S5x-4 nfu2<x<6
T7x—-16 néub6 <x <9

IA

<2
45. S(.T) o

46.a) y= ll),ll]3_s;2 — 7 :b) Thoa man.

Chuong 3
1.
Phuong | Diéu kién cia Thpnahitm
trinh phuong trinh ' '
a) x=0 {0}
b) k=2 {2}
x23,x<3va
. &
& b o
d) xz1vax<0 @

2.a)x=2:;b) Vo nghiém ; ¢) x =6 ; d) Vo
nghiém. 3. a) v =2 ; b) Vonghiém ; c)x=3;
dxe{-1;2}.4a)x=4;b)x=5;¢c)x=0,
x=4:dyx=1.5.a) Sai;b) Sai.

2m —3

m? +1

(mz1);e)85=0(m=2;3),5=R(m=2:3);

6. a)x= s D)S=Rim=1),5={m+2}

m

d) x= (mz1;2),5=R(m=1),S=&

m -
(m=2).
7. a)(a=0,h#0)hoac (a=0,A=0);

b)(@=5H=0,c#0)hoac (¢ # 0, A<0).

3. a)x= _115_ (m = 1), vo nghiém (m < —-3- ),

o —3i«,}4m+5(_5

—=z=m#l);
2m—1)
byx=2+ «f7—m (m<7),vé nghiém (m > 7).
9. b) flx)=(x+4)(1 -2x);
£(x) =(.': = ﬁ)[(ﬁ + 1).r = \E} i

10.a) 34 ;b) 98 ;c) 706. 11.(B).

m +
12.a) x=

(m# -2), vo nghiém (m=-2) ;
m +



b)x= mTH (m=1),moix (m=1);

Sm+ 1
3m+1

e) x= (m#—%}.vﬁnghiém fm=—%);

d)x=

(m # £ 2), vo nghiém
m +

(m=-2),85=1R(m=2).

13.a)p=0:b)p= 2. 14 a) x= 4,00 ; x= 1,60;
b)x = 0,38 ; x=-528.15.37m, 35m va 12 m.

12 -7 £ 1+ 48m
16. aAx=— m=1), x =
¥ 2>m - 1)

| |
——<m=#=1), vo nghiém (m<——);
= ), vo nghiém ( T

m+3++5m+9

n

1
b)x=—=(m=0), x=
) ﬁ( )
9 o 4
(—g <m#0), vé nghiém (m <-—);

o i o R Y R (R
E+1

e

d).\'=l(m=0);.\'=4(m=-l—);.r= :
2 m

=

(m;t[)vz‘lm;tl).
2m -1 2.

17. Khong c6 diém chung (m < -3.,5), mot
diém chung (m = -3,5), hai diém chung
(m>-35).18. m=3.19. m = 4. 20. a) V6
nghiém ; b) Hai nghiém déinhau ; c) 4 nghiém ;
d) 3 nghiém. 21. a) k > -1 ; b) k > 0.
2. a)x=2;b)x=4,x=-7.23 a)x =4 (m=3);
B 4m + 9

b) Vo6 nghiém (m = - 2), x = (m # -2,
m+2
. , | 4
m=z3).24a5=C0 (w=0);5= {_;__}
a d

(az0):b)N=C0 (m<1);85={3}(m=2);
S={m-Nm-1;m+m-1}({ <m=?2).

| 3 |
25. a)x=—-——=(m=0),x=— —(m=2),x=
2 2

m—2

3
vix=—— mz20m=z2):b)x=1(a =0),
m
x=4{(a=1),x=2a+1)vax=ua + 1

+4
(az0,a=1);c)x= ik

3
mzl.m#—=);
( . 2)

vo nghiém (m =1, m = —%) cd)x=0(k=-3,
k=9 :x=0vax=-k—-6(k=-3,k#=-9).

26. a) x = 1 (m :l) o l(4— m) va
9 2
| |
Y= ik (m;tl);b):z k=
1 -2m m + 1 m+3
| |
mz-lmz-3);x=—=—(m==-1);x=-—
2 2
(m = =3); c) h'z{l;—L} (-1 <m < 0),
m
S ={l} (m £-1 hoacm =2 0) ;d) § =&
(u‘=2,u‘=l);_-t'=4u_5 (u;t2,u¢l),
a — 2
5
eyx=2m+2(m#-—) 's=(25(m=—3),
. a—1
) §=3 (a £0) ; x = (a > 0).
2a
+
27.a).\'=3_m cbyxe {-5:;-2:1}:

2

1
c) xe{—l;—=:=—:1
{ 2 }

28.me {-1 ;—I— ;11.29.a € {-2; -1 ;—I— o1 § o
2 2

b | =

30.(C). 31. a) [—li?;—ﬁ] :0)(V3:-242).

17
5 4 *
32. a)(1;0):b) [.s';g.r]vm.s'e R .

33. a) {L,

m— 1

](m z 1), § = &

m — |

{.\' e R
(m=1): (m=-1);
¥y =—x

b) [— - ;5(”+”](u¢—3),s=®
a+3 a+3

(a =-3).
M}(x;v;20)=(4;5;2).381;=133A;
L=074A;1;=059A.36.(B).37.a) x= 0,42 ;

yr-027;b)x~-0,07; y=1,73. 38 240 - 2p
(mét) va 3p — 240 (mét) véi diéu kién 80 < p < 120.
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_L) (m = 0, m = -3); vo nghiém
nt

(m=0); 3y+1;

39. a) (2;
yv),yveR(m=-

b) -m+2 m+4
m+1 "m+1

vo nghiém (m =

](m -1, m # 2) ;

a3 PSR
1y =20-x
40.a)a#0:b)a=-1.41.7Tcapsé6:(l;6),
(-1;-6),(6;1),(-6;-1),(2;3),(-2;-3)va
(-3:-)..aAam=+2:bym=-=2:c)m=2.
43.(4:2:5). 44, a) flx)=13500+ 1,2x;
2(x)=2000+ x:c) M (2500 ; 4500).

45. a) (10 ; 8), (-8 ; —-10) ; b) (1 ; -1,

[%%J 46.2) (132),(2; 1)) (0; 1), (-1 ; 0);

) (0;0),(5;5),(~132),(2;—1). 47. 87— 4P > 0.

48. a) (-8 ;-12),(-12; -8), (8 ; )m (12;8);
b) (8 ; 3), (-8 ; =3). 49. fi(x) = .r + 3x - 4,
. 25 155

Hx) —E.ﬁ +—=x=4.50.a # 0, hoic

a=h=0 581l.5=8, U8, 52. D=0, hoac
D=D.=D, = 0.Ap ding :a#—-1.

53. (B). 54. x = m2£ 18 =&

m—1
—-1).55.a) p=-1

m=1);5=R(m= =2

b) p tuy y ; ¢) Khong c¢6 p. 56. 3 ; 4 ; 5
57. a) Vo nghiém (m < 0) ; x =1 (m = 0) ;
1+
.\'=l(m=l);.='=l_—ﬂ(0<m¢l).
2 m— 1
b)m>1:c)m=2+ 5. 58 a=-2

59. a) ¢ (1) v6 nghiém (m < -1.235) ;
moét nghiém (m = —1,25) ; hai nghiém (m >-1,23) ;

* (2) vo nghiem (p <:l ) ; mot nghiém (p :l )
16 16
s R

=1% 61 ;. 1,

J_ 0)}.

hai nghiém (p >1?_6 ). 60. a) 5 = {(I
(-1:-2),(-2;-D} ; b

1 1
0;—=).0;——= W=
J_ 27
228

\'—{(l'
;00

m-—4

61.a) x = o (m#3vam=-2);
m-—3 m —
re R
vo nghiém (m=3); 2 : (m=-2).b)yx=y
\'.' e —_1‘ —
i 3
= (@ #-=3,a#7);vonghiém (¢ = -3) ;
a+3
re R
x=2=44-m
7 (a=7). 62 a)
ve vl y=2slim,

5
f.\'zZ-&ﬂ
h:z—ﬂ'

b) Vé nghiém (m <%) ;

3 2 [
(TZ;; ,—E)(m—l-g),
3-2+f13m—1 _ —2-3+f13m—1 5
13 ’ 13 ’
3+24013m -1 =2 +3J13m -1 1
- (m>—).
13 13 13

63.a=1;b=-2;¢=-3. 64 + Khi tam gidc
ABC can tai A val # AB, khong cé diém M nao
trén canh BC' thoa man diéu kién chia bai todn.
+ Khi tam gidc ABC can ta1 A va ! = AB thi moi
diém M trén canh BC déu thoa mén diéu kién
chia bai todn. + Khi tam gide ABC' khoéng can &
Avac<l<bhoicc>1>bthi di€ém M cich B
a(l —¢)

Rl 5 .
+ Khi tam gidc ABC khong can & A ma cdc diéu
kien ¢ <! < b vac >1> b khong thoa mén thi
khong ton tai diém M nhu bai todn yéu céu.

moét khoang bang

Chuong 4

12. Gid tri 16n nhat : 1) = 16. Gid tri nhé nhét :

A-3)=£f5)=0

13. Gid tri nhé nhat : £(1++2) = 1 + 242,

17. Gid tri 16n nhat : /6, gid tri nhé nhat : /3.

22.2)8§=@.b)§=[3;+w).¢c) 8= [2;3) U
1 1

o v W) G (L T

3:400):d)S=
( Yo xX+3 x+3



2. x-2<0vaxi(x-2)<0. 25 a) x< W%;

V3

b)x<-3:c)x>1- JE cd)x 2 =
26.a) Neum =1this=R. Néum>1 thi

S=(wo;m+ 1. Neum<1thiS=[m+1;+»0);
b) Neu m = 2 thi S= &, Néu m > 2 thi
S=(3;4+0) . Neum<2thisS=(-o;3);
c)Néuk=2this=R. Néuk > 2thi

§= [—m;u]. Néu k < 2 thi
4-k ,
&= 4o [ ;d)Néua=3this=R.
FeD
Néua>3thi§= E“’ ;+m].Né’uu<3thi
Ll 4

§ = [—w : ?_u}. 27.a)§=;b)S = (~0; -3).
—d

28. a) Neum =-2thi § = &. Néu m > -2 thi

2
+38
§ = [m :

m+2

+00]. Néeu m < -2 thi

)
g = [—oo;m +8] :b)Néum=3this=R.
m+ 2

Néum>3thi §=(-»;m]. Neum < 3 thi
S=1[m;+m);c) Neuk = -4 thi § = &. Néu

k+5
k> —4thi § = {

s 4w |. Néu k < -4 thi
k+4
15'2 [_0’3

k+5
“k+4

} ;d) Neuh =—1 this=R.

Néub >-1thi § = —w;h+2 . Néub <—1
h+1
h+2 5
thi § = |——=:+o| 29. 2a) x > =
b+ 1 4
26 28 11 5
byx< ——:;¢) —~—< x < —;d)— < x € —.
3 5 5 2
30.a) m<-5:b)m>-—1.31. a) mﬁ—%;

b)m >%.34. a) §=1(-1;2] w[3; +o0);

b)h’z[—w;uéju{%; IJ;C)Sz(—co; 1);

d) 8= [5-246 +V3+v2 : 54206 +3+42].
1

3.a)V2 <x<3:b)-l<x< < - 36.2) New

m=2thi§=Z Néum>2thisS=(m+2;+»).

Né'um<2thih'=(—w;m+2);b)N€um=12
|
thi § = R. Néu m > 5 thi $ = [2m + 1 ; +m).

Néu m < % thi § = (-o ; 2m + 1] ; ¢) Néu

m==x1thi §= . Néeum <-1 hoac m > 1 thi
.\'=(—w;mz+l).Néi.l—]<m<IﬂﬁSz(mz-I—l i 4o0);

d) Néum = -1 thi § = R. Néu m < —1 hoac
m> 1 thi .s'{m“;m]. Néu—-1<m< 1
m—1
+1
th*..s'z[—w;”’ ]Ne'umzlmi.szfa.
m-=1
Jl.a8=(-o;-1) v &12 -
3 4

b) & = [%;%]u(ai;ﬂo) ;c)h‘z{—?;;—%]_

2
38.a) Néum = %

NG

P on |, Né’um>—2
2 J 2

thi S:[—oo - g]u(m +oo) Néu m <% thi

2 A3

SN=(—m; m)u[—; +00J :b)Néum=
2 2

3+1
2
3+

2

thi S=(-» ; n\E}u(Jg : +m). Néum >

thi S=(—o ; Jg]u(2m—l 1 4w). Neum<

thi § = (-0 ;2m — 1) U3 ; + o).
39.a)8={4;5;6;7;8;9;10;11};b)x=1.
40.a)§={-2:2}:;b)S=(—4;-1)w@;I).
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41. a) Néu n;ég thi S:@.Né'ug <m< *\E
ﬂﬁh'=[§;m} Neum = Jg thi§ = [g,ﬁ}

b) Néum < l thi .\'=[l : I] U (3; +om).
2 2

Né'u-;—<m<lth].":'=[m; 1)w (3; +o0).

Néul =m<3thiS=(3;+»).

Néum > 3thi § = [m ; +w).

44. b) T = 45x + 35y (nghin déng) ; ¢) 0,6 kg
thitbo va 0.7kg thit lon. 47. b) (4 ; 1).
48. a) ¢ = 9% + 7.5y ; ¢) Dung 100 don wvi

vitamin A va 300 don vi vitamin B moi ngay.
49. a) Duong v6i moi x € R ; b) Am véi moi
v (0:;2-3)U (2443 +») va duong
voimoi x € (2 - \E 2+ \/?:) : ¢) Duong véi

3

moi x # T ;d) Am véi moi ¥ € (—o ;

3 -242) 0 ;
_1'6(—3—2\/5;1).50.a)m<12;b)mz—2.

+00) va duong vdéi moi

51. a) m € R ; b) Khong cé gia tri nao ctia m
thoa man diéu kién doi héi. 53. a) {—oo P — E_]

J
(2 +0);b)D:c)R;d) [-2; 3]

Sdoa)(—o; )U(2;4) (] ;+m);b)(-w;-2)

G315 520y 5i6) {—6;—5 s e

d)[—\E;-\E].Sﬁ. a)m < —% hoac m = 1 ;

b) %gm gﬁjﬁ.a)(—l;z);
b;{_i;l] | C)[—j; —5—@}{—%&;2} ;
) 4 4

d) (0 -2) UGB +w). 57 m < -2- 23
hodc m =—2 +24/3 .59.m> 5. 60. a) (-3 ; —2)
U111 b)) :2)u@;4)w(d; +w).
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5 1 | '
61.8)| —=: = |:B) (=0 ;=4 - i
*1){ 2,2} ) (—oo ]u[ > +00]

62.2) [2;5]; b)[—“ﬁ_g;z}

c) {—i;—l:|u[l;3}63.—££u<l.
3 3
By u 1
64. m<—§hoz]c m > 0. 65. a)_r:—ﬁ;

b) x 2%;(?) [—1;4];d)[—é;+m].
66.)x =3 -1:bD)x=16:c)x= -1+2 :

d)_r:ﬂ. 67. a)[Z;%j . b) F ;+ooj;

} 2
) (-:=1-B)YUl=1+43:+w)
3y (sl ¢ 0L 68 8) B ¢ bl ;—%> U

(3 ;4m)5e) {U 3 ?_;jﬁ] U [THL;/E 5 +00]

d) (—»o; -2] v [23 ; +=0). 69. a)x = liJg,

x=0 vﬁ.a‘z—?;b)[—w;%}d (=0 ; 0] U

[2 ;3 (@3 ; +»m) ; d) .r=é o e

70. a) T - -I—O'J];b) (o0 ; =2] U [] ; +o0).

TN.a)x=2;b)x=1;x=-4.

i

72. a)

;+w];b)(5;+w); c) (- ; 0]

O [34 ; +0). 73. a) (—o ; —3] U [13 ; +o) ;
b) (= ;=2]:¢c)[=5; 1) w(l; +m).
74. a) m < —1 hoac m:-% cb)—1l<m<|

J
;c)l<mr<1.?'5.u=—l.

V2

78.2) 2 : b) 2.79. lml <DT. 80.0 < m<2.

hoac m =

-h-|u-

81. a) Néua < 1 hoac @ > 2 thi tap nghiém ctia

bét phuong trinh la (; ;+00] ;
a’ - 3a 42



Néu | <a < 2 thi tip nghiém la [—m:;];
a —3a+2

Néu a = 1 hoac a = 2 thi tip nghiém la &.
b) Néu m < -7 hoac m =1 thi tap nghiém
cua bat phuong trinh la R ; Néu -7 <m < |
thi tap nghiém la

9-m-— J—?(mz +6m — ?)}
T U

\

Y —
0T 6 ?):M}

4

82.)2:;H U(5;+40);b)(—0; 1) (2; 3]

243

3
O [4; +o). 83. a)m£4—T; b) m < —1
hoac m > 2. 84 a) x =
43
3

b)x=——.85.a)[6;7] ;b)) (—o; 0] U

24138
T3

1 va x = 3 ;

[2;+m); C)[—w } d) [-4,;-3]uv

[0 : l].86.a)u<—%;b)u)l.ST.a)(C);

b) (B) ; ¢) (D). 88. a) (A) : b) (B) ;: ¢) (O).
89.a) (C);b) (B);c) (D).

Chuong 5

1. a)Kichthuéemaula80.b)0:1:2:3:4;
5:6;7.2.a) Kich thuéc méu 1a 30.b) 40 ; 42 ;
45:;50:;53:57:;59;65;70:75;84;85;90;
100 ; 133 ; 141 ; 150 ; 165. 3. Co sau Idp la cac
doan [50 ; 124], [125 ; 199], [200 ; 274],
[275 ; 349], [350 ; 424] va [425 ; 499]. Céc tan
s6 tuong tng : 3, 5, 7, 5, 3 va 2. Cdc tan suit
tuong ting : 12%, 20%, 28%, 20%. 12% va 8%.
4. Cé sau l6p la [36 ; 43], [44 ; 51], [52 ; 591,
[60 ; 67], [68 ; 73] va [76 ; 83]. Céc tan s6
tuong ting : 3, 6, 6, 8, 3, 4. Cdc tan sudt tuong
ung : 10,0%, 20,0%, 20,0%, 26,7%, 10,0%, 13,3%.
6. b) Cé bay I6p [26.5 ; 48.5), [48.5 ; 70,5),
[70,5 ; 92.5), [92,5 ; 114.5), [114.5 ; 136.5),
[136,5 ; 138.,5), [158,5 ; 180,3). Céac tan s6
tuong ing : 2, 8, 12,12,8,7,1.7. b) Cé sau

16p [0 ; 2], [3; 51, [6; 8] [9; 111, [12 ; 14],
[15; 17]. Céc tin s6 tuong dng : 10,23, 10,3, 3, 1.

8. Co bay l6p : [25 ; 34], [35; 44], [45 ; 54],
[55 ; 641, [65 ; 741, [75 ; 841, [85 ; 94]. Cdc tén
sétuong ing : 3,5,6.5,.4,3,4.9.2) T=1523;
b) M,= 155;¢) s*~3.96;5~199.10. T~ 4835 g;
7% 19464 sm1395 g 11 a) T ~235;b) "~ 1,57,
s%125.12.2) T~ 1567, M, =155;b) s> =539 ;
s%232.13.2) T~ 4839; M, =50.b) 5" 12198
s = 11,04 14 a) T= 5417 ; M, = 5375
b) .5'2 =~ 43 061,81 ; s = 207,51. 15. a) Trén con
dudng A : T = 73,63 km/, M, = 73 kmh ;
2 = 74,77, s = 8,65 km/h. Trén con duong B :
X =70,7 km/h, M, =71 km/h ; _-;2 ~ 38,21,
s = 6,18 km/h. 16. (C).17. (C). 18. a) x =40 g ;
b) s~ 17, s ~ 4,12 g. 19. a) ¥~ 547 phit.
b) 5% 53,71 ; 5=~ 7,33 phit. 20.b) T~ 17,37 ;
s8312:¢) M, =17, My =17 va M, = 18,
21.a) T=77;b) >~ 122,67 ; s= 11,08.

Chuong 6
1. a) Sai ; b) Bing ; ¢) Ping ; d) Puing. 2. Kim
T - bI®
hat : — 1,73 = 2,75 (m), Kim si6 1 —.1,26
2 2 5 24

~ 0,16 (m). 4 Theo thit tu la (x&p x1) : 0,375 rad ;
1,325 rad : 143°14' : 36°29'. 5. Theo thi tu la :

B b i, 2B b S, L R
2 3 2 3
(k € Z). 7. Theo thit tu 14 : 180°, —120°, —60°, —60°.

8. s-.dAUE. = .r'Z—_EJerﬂ: (hay i.72° + k360°)
J

i=0,1,2,3,4;ke Z); dAR = G- ko
J

(hay (j —i)72° + k360%) (i, j= 0,1, 2, 3. 4 ;

2 7
i#j:keZ).9. a)270,b) 280, c) ?ﬂ:.d) TT

"
10. Theo thi tu 1a 0, —‘?“, %%ﬁ 13. Khong
thé. 14. a) Sai, b) Sai, ¢) Sai, d) Pung, e) Sai,

g) bung.
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15. M(x : ), x> + v = 1 vatheo thiitu : a) x>0,
b)yv=20,c) y=20, v# 1. 16. a) Theo thui tu :
duong, duong, 4m, duong. b) Theo th tu : duong,

I 3

duong, dm. 17. Theo tha tu la : a)——, T,
- 5

s b)(— I) 0, 0, khong xdc dinh ;

c) 0, (-1, "‘l—

V2

khong xdc dinh, 0 ; d) (-1)

(-1 T 1, 1. 18 a)sin = _§° tma:—m;

202 2

b)cos¢y = ———, tanex = —

05 | J5

s SME=———.,

c)cosa=—

19. a) |sin a’l ,b) 0, c) tzln2 a. 21. M trong goc 1,

III thi sine, cosacung diu, M trong goc II, III
thi sine, tana khae dau. 23.a) 3.b) -1, ¢) —1.
24. a) sai, b) sai, ¢) diing, d) sai, e) diing, g) diing.

%.cos(a—z—ﬂjz—sina,sh[a’—%]zcosa,

[ 31:} [ 37|:J
tan a—? — —Cota, cot| & — ? = —tan ¢r.

26. a) 4. b) — —.:JE—U 27. Theo thi tu

la —0,342 ; 0,342 ; —0,309. 28. Theo thi tu la :

4 3\ (4 3\ (3 4 3 4
S EDEHEY
J3-1 N
22 2
tan(-75%) = —(x3+2), cot(-75%) = f3-2.

30. Co6. 31. Theo tha tu la

3
duong, 4m. 32, a) cosaxr= —g 3

29, cos(-75°) = , sin(-75%)=—

. d4m, duong, am,

tan = ——..

tana = ——.

3

, sin¢f = ———,
2

12‘5,
3

I
b)sina = —,
17
1
c)cosa = ——
2

33.a)0, b)cos(2n — a) =

232

tan(a — 77) = ig,sm[% - aj e

W2

3

m 5 2 3

[, —B3-m). T b M= | — = — |,
2 [413 \‘13}

,sin(O_r,OP)z———g—.

2
NE Ji3

38. a) sai, b) sai, c) dung, d) sai, e) sai, g) sai.

cos(Ox,OP) =
39. Césin, sin, tang, cotang clia a) 75° theo thit
gw’i—n, giwﬁﬂ), 2 +43,
2
%(\5—1); Funly T T

42

tu la :

2-f3:b) 15° theo thi tu 14 :

41.a) sin2e = —

4~/§

PG, ol P PP

7
, Cos82¢ = —,
9

?J'
3+2J_

a’ o
Ccos— =
2

tan%=3+2\5.cot?=3—2\5.

4. a) sine, b) —sin2a 46. b) sin20"sin40"sin80"

3

= S tan2 0% an40°tan80° = /3.

49, a) sinch; b) 0. 53. sin(a+ B)= 22”;) =
a“+b
= yis
54.a) x ——stO.' :b) a=—
g 4’
132
X =—= 653 (m).
g
55. a) ding, b) ding, c) ding, d) sai.
56.a) sina= —-3:- 1 Cos20= — Sirl-{iz——‘\h?(1 ;
25 2 10
i3 36J_ 3 V2
b) —————,e)——, d)— C)“—'
41 5 72 16
60. (B), 61. (C), 62. (B), 63. (D), 64. (A).

65. (C), 66. (D), 67. (A), 68. (D), 69. (D).



Cau hoi va bai tap on tap cuol nam
. a)a<-1lvab>1;:;b)c<-1;
c)(-w ;a)ulp;+o);d)a<l,hb>-1 vaa<bh.
2. a) Khong chan, khéng lé ; b) Khong chan
khong 1¢ ; ¢) Ham s6 chan ; d) Ham s6 €.
Jaam=-1:b)ym=1;c)m#£-1.

dl 5 W el Tihin agiiRs ) Sing sl a
:

don vi, tim déi xiing la (3 ; 0) ; ¢) xuéng dudi
2 don vi, tim do6i xdng 1a (0 ; -2). 5. b) Khong

i - 08 s
c6 diém chung néu m < T co | diem chung

néu m= —24—5, c6 2 diém chung néu m > —?.

I 25
C:' [_,l"'m] VOl m > ——. 6.3);’{:1_’f(:—?;
2 4

b) x; =0,276, x,=5547.
b) x; =-0,73, x, ~-4,73.

néu m < 0 hoac m > 27, moét nghiém duong

7. a) = 22093% -
8. a) Vo nghiém

néu m = 0 hoac m = 27, hai nghiém duong néu
0 <m < 2 hoac 3 < m < 27, hai nghiém trai diau
néu 2 < m < 3, mét nghiém 0 va mét nghiém
duong néum = 2 hoac m = 3. b) Vé nghiém néu
3 : : G apen
-l<m< 5 hai nghiém trai dau néu m < -3
hoac m > 1, hai nghiém duong néu
3 .
-3<m< -1 hoac §<m <1, mét nghiém 0 va

mot nghiém duong néu m= -3, mot nghiém
m+4}

m-—1

; 3
duong néu m = *1 hoac m S 9. a) {

; . 3 i !
néu m# 1 vam# ——, vé nghiém néu m = |
> .

hoac m = —2. b) {i J
2

_ } néu m # 0 va
m m+2

m # =2, {]—} néu m = 0, {—E} néu m = -2.
2 2

c) {—L; l} néu—1 <m<0, {1} néu m<-1
nt

hoac m = 0.

10. a) (m+ 1)_'(2 -Bm+4)x-CBm+4)=0

(m # —1) ; b) Vo nghiém néu —§< m<—?,
hai nghi¢ém am néu —% <m < -1, hai nghiém

® un L T :
trai dau néu m < —E hoac m > —1, mot nghiém

x=0néum= ——.
3

m+2 -3(m+1)

11.a) (x; ¥) = [ : } néum#1,
m—1 m-—1

vo songhiémnéum=1:b) (x; y)=3;-m—4)
néum # -4, vo s6 nghiém néu m = —4.

12.a) (1 ; -1), [_Eﬂj ;b)) (25 1),(152);
by [ |
3
&) (=1:0),(0:1). 14 a) 2(v2-1) : b) 3{/;.
15. %.16. Ax>2:b)-2<x<-1;

~3+
17. a) _1'=—% JB <12242 26 S—T‘E

b) [—co : —%} (=1 ;4w);e)[]; +m).

19.2) T =66,66;b) M, = 65,5. 20.b) T =~ 216,17
nghin déng ; s> ~ 984127 : s =~ 9920
21.b) ¥ ~ 3733 ;d) 2 = 81,22 ; s = 9,01.

3J§—2J’?_

{

22.a) cos(a + B)=

12
sinfa + B) = =0 12 33,
NI + 247
si11(a—ﬂ)=ﬂ,b) sinazi,
12 J5
1
COS¥ = ——=_, taney = -2 ,coty = ——.
5 2

3

23.tanlﬂ“taniﬂ“tmlon:—T.QS.(' _—
Jij =-§+k2:ﬂ: hoac €' = -2,

ﬁ:—%+k2n (k e Z).
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