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Câu 1:  (1,0 điểm) 

Cho ba số dương , ,a b c thỏa mãn điều kiện 2020+ + =
+ + +
a b c

b c c a a b
. 

Tính giá trị của biểu thức ( )
2 2 2

:
 

= + + + + + + + 

a b cP a b c
b c c a a b

. 

Câu 2:  (2,5 điểm) 

a) Giải phương trình 2 22 9 2 1 4+ + + − + = +x x x x x . 

b) Giải hệ phương trình 
2 2

2 3 2

2 8 6 1
8 1

 − = − +


= + − +

y xy x x
y x x x

. 

Câu 3:  (1,5 điểm) 
Cho tam giác nhọn ABC  ( )< <AB BC CA nội tiếp đường tròn ( )O . Từ A kẻ đường thẳng song 

song với BC  cắt ( )O  tại 1A . Từ B  kẻ đường thẳng song song với AC  cắt ( )O  tại 1B . Từ C  kẻ 

đường thẳng song song với AB  cắt ( )O  tại 1C . Chứng minh rằng các đường thẳng qua 1 1 1, ,A B C  

lần lượt vuông góc với , ,BC CA AB  đồng quy. 
Câu 4:  (2,0 điểm) 

a) Cho 2 số thực ,a b . Chứng minh rằng: 
2 2 2

2 2

( )
2 2
+ −

≥ +
+ +

a b a bab
a b

. 

b) Cho hai số dương ,a b  thỏa mãn điều kiện 3+ ≤a b . 

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 20 7
= − + +Q b a

a b
. 

Câu 5:  (2,0 điểm) 
Đường tròn ( )I  nội tiếp tam giác ABC  tiếp xúc với các cạnh , ,AB BC CA  lần lượt tại , , .D E F  
Kẻ đường kính EJ  của đường tròn ( )I . Gọi d  là đường thẳng qua A  song song với BC . Đường 
thẳng JD  cắt ,d BC  lần lượt tại ,L H . 
a) Chứng minh: , ,E F L  thẳng hàng. 
b) ,JA JF  cắt BC  lần lượt tại ,M K . Chứng minh: =MH MK . 

Câu 6:  (1,0 điểm) 
Tìm tất cả các số nguyên dương ,x y  thỏa mãn phương trình 33 1− =x y . 

 
-------------------- HẾT -------------------- 

 
 
 
 
 
 
 

  

ĐỀ CHÍNH THỨC 



Lời giải tham khảo 

Câu 1: Cho ba số dương , ,a b c thỏa mãn điều kiện 2020+ + =
+ + +
a b c

b c c a a b
. 

Tính giá trị của biểu thức ( )
2 2 2

:
 

= + + + + + + + 

a b cP a b c
b c c a a b

. 

Hướng dẫn giải 

( )

( ) ( )

2 2 2

:

11 1 1 1 1 1 .

1. . .

1.

 
= + + + + + + + 
      = + − + + − + + −      + + + + +      

+ + + + + + = − + − + − + + + + + 
  = + + + + − + +  + + + + +  

= + +
+ +

a b cP a b c
b c c a a b

a b ca b c
b c c a a b a b c

a b c a b c a b ca a b b c c
b c c a a b a b c

a b ca b c a b c
b c a c a b a b c

a b c
b c a c

1 2020 1 2019− = − =
+a b

 

Câu 2:  (2,5 điểm) 

a) Giải phương trình 2 22 9 2 1 4+ + + − + = +x x x x x . 

b) Giải hệ phương trình 
2 2

2 3 2

2 8 6 1
8 1

 − = − +


= + − +

y xy x x
y x x x

. 

Hướng dẫn giải 

a.  2 22 9 2 1 4+ + + − + = +x x x x x  
Điều kiện ∈x . 

Đặt 
2 2 2

2

2 9 0
4

22 1 0

 = + + > − ⇒ = +
= − + >

a x x a b x
b x x

 

Khi đó phương trình trở thành 
2 2

2( ) ( )( ) 2
2
−

+ = ⇔ + = − + ⇔ − =
a ba b a b a b a b a b (do 0)+ >a b  

Do đó 
2 2 2 2

2 2 2

2
2 2

2

2 9 2 1 2 2 9 2 2 1

2 9 4 2 1 4 2 1
2

2 2 1 2
4(2 1) 4 4

2
02 0
87 8 0 8 7

7

+ + − − + = ⇔ + + = + − +

⇔ + + = + − + + − +

≥ −
⇔ − + = + ⇔ 

− + = + +
≥ −

=≥ − = ⇔ ⇔ ⇔   =− =  = 

x x x x x x x x

x x x x x x
x

x x x
x x x x

x
xx x
xx x

x

 

Vậy 80;
7

 =  
 

S . 

  



b.  
2 2

2 3 2

2 8 6 1(1)
8 1(2)

 − = − +


= + − +

y xy x x
y x x x

 

Từ phương trình (1) ta có 2 2 3 1 4 1
( ) (3 1)

1 3 1 2
− = − = − 

− = − ⇔ ⇔ − = − = − 

y x x y x
y x x

y x x y x
 

Với 4 1= −y x , thay vào (2) ta được 
2 3 2 3 2 2

2

(4 1) 8 1 8 7 0 ( 8 7) 0
0 1

0
1 3

8 7 0
7 27

− = + − + ⇔ − + = ⇔ − + =

= ⇒ = −
= ⇔ ⇔ = ⇒ = − + =  = ⇒ =

x x x x x x x x x x
x y

x
x y

x x
x y

 

Với 1 2= −y x , thay vào (2) ta được 
2 3 2 3 2 2

2

(1 2 ) 8 1 4 3 0 ( 4 3) 0
0 1

0
1 3

4 3 0
3 7

− = + − + ⇔ + + = ⇔ + + =

= ⇒ =
= ⇔ ⇔ = − ⇒ = + + =  = − ⇒ =

x x x x x x x x x x
x y

x
x y

x x
x y

 

Vậy { }(0;1), (0; 1), (1;3), (7;27), ( 1;3), ( 3;7)= − − −S . 

Câu 3:  (1,5 điểm) 
Cho tam giác nhọn ABC  ( )< <AB BC CA nội tiếp đường tròn ( )O . Từ A kẻ đường thẳng song 

song với BC  cắt ( )O  tại 1A . Từ B  kẻ đường thẳng song song với AC  cắt ( )O  tại 1B . Từ C  kẻ 

đường thẳng song song với AB  cắt ( )O  tại 1C . Chứng minh rằng các đường thẳng qua 1 1 1, ,A B C  

lần lượt vuông góc với , ,BC CA AB  đồng quy. 
Hướng dẫn giải 

 
Gọi H  là trực tâm của tam giác ABC  và OH  cắt đường thẳng qua 1,A  vuông góc với BC  ở 

điểm .K  Gọi M  là trung điểm 1AA  thì 1⊥OM AA . Suy ra .⊥OM BC  

Mặt khác, tứ giác 1AHKA  là hình thang vì 1AH A K  nên ta có OM  là đường trung bình, kéo 

theo O  là trung điểm HK  hay nói cách khác, đường thẳng qua 1,A  vuông góc với BC  sẽ đi qua 
điểm đối xứng với trực tâm H  của tam giác ABC  qua .O  
Rõ ràng điểm này bình đẳng với ,B C  nên hai đường qua 1 1,B C  lần lượt vuông góc với ,CA AB  
cũng đi qua .K  Vì thế nên ta có các đường thẳng của đề bài đồng quy ở .K  

  

M

K
OH

A1

CB

A



Câu 4:  (2,0 điểm) 

a) Cho 2 số thực ,a b . Chứng minh rằng: 
2 2 2

2 2

( )
2 2
+ −

≥ +
+ +

a b a bab
a b

. 

b) Cho hai số dương ,a b  thỏa mãn điều kiện 3+ ≤a b . 

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 20 7
= − + +Q b a

a b
. 

Hướng dẫn giải 

a) Cho 2 số thực ,a b . Chứng minh rằng: 
2 2 2

2 2

( )
2 2
+ −

≥ +
+ +

a b a bab
a b

. 

Ta có: 
( ) ( ) ( )

( )

2 2 22 2

2 2 2 2

2
2 2

2 2 2 2
1 1 0
2 2

− − −+
≥ + ⇔ ≥

+ + + +
 ⇔ − − ≥ + + 

a b a b a ba b ab
a b a b

a b
a b

 

b) Cho hai số dương ,a b  thỏa mãn điều kiện 3+ ≤a b  

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 20 7
= − + +Q b a

a b
. 

Ta có: 3− ≥ −a b  nên 20 7 20 73
3

= − + + ≥ + − + +
−

Q b a b b
a b b b

20 72 3
3

= − + +
−

b
b b

 

( ) 20 75 3 7 18
3

= − + + + −
−

b b
b b

( ) 20 72 5. 3 . 2 7 . 18 16
3

≥ − + − =
−

b b
b b

 

min 16⇒ =Q  

Dấu bằng xảy ra khi 
( ) 205 3

3 1
77

 − = − ⇒ =
 =


b
b b

b
b

2⇒ =a . 

Câu 5:  (2,0 điểm) 
Đường tròn ( )I  nội tiếp tam giác ABC  tiếp xúc với các cạnh , ,AB BC CA  lần lượt tại , , .D E F  
Kẻ đường kính EJ  của đường tròn ( )I . Gọi d  là đường thẳng qua A  song song với BC . Đường 
thẳng JD  cắt ,d BC  lần lượt tại ,L H . 
a) Chứng minh: , ,E F L  thẳng hàng. 
b) ,JA JF  cắt BC  lần lượt tại ,M K . Chứng minh: =MH MK . 

Hướng dẫn giải 

a) Ta có JE  là đường kính của ( )I  nên 

 90= °JDE  và tam giác HDE  vuông ở .D   

Chú ý rằng =BD BE , do cùng là tiếp tuyến 

kẻ từ B  đến ( )I  nên =BD BH  (tính chất 

trung tuyến ứng với cạnh huyền).  

Do đó tam giác BHD  cân ở .B  

Vì AL BH  nên hai tam giác ADL  và BDH  đồng dạng, kéo theo ADL  cân ở A  hay 

.= =AL AD AE  

Vì AL CE  nên  =LAF FCE , mà hai tam giác ,ALF CEF  đều cân có các góc ở đỉnh bằng nhau 

nên chúng đồng dạng. Suy ra  =AFL CFE , kéo theo , ,L F E  thẳng hàng. 

 

T

KM

L

H

J

I

F

E

D

CB

A



b) Kéo dài JF  cắt d  ở T  thì tương tự câu a, ta có , ,T D E  thẳng hàng và 
.= = =AT AD AF AL  

Theo định lý Thales với d BC  thì = =
AL AJ AT

MH JM MK
, mà =AT AL  nên .=MH MK  

Câu 6: Tìm tất cả các số nguyên dương ,x y  thỏa mãn 33 1.− =x y  
Hướng dẫn giải 

Ta có 3 23 1 ( 1)( 1).= + = + − +x y y y y Do đó, tồn tại các số tự nhiên ,u v  sao cho 

2

1 3
1 3

 + =


− + =

u

v

y
y y

. 

Vì 1 1+ >y  nên 3 1>u  hay 1.≥u  Rút 3 1= −uy , thay vào phương trình dưới, ta có 
2(3 1) (3 1) 1 3− − − + =u u v  hay 

2 2 1 13 3 3 3 3 3 3 1 3 .− −− ⋅ + = ⇔ − + =u u v u u v  
Vì vế phải nguyên nên ta phải có 1 0− ≥v  hay 1.≥v  Tuy nhiên, nếu 1 0− >v  thì 13 −v  chia hết 
cho 3,  trong khi vế trái không chia hết cho 3,  vô lý. Do đó, 1=v  hay 

2 21 3 2− + = ⇔ − =y y y y . 

Giải ra được 2.=y  Thay vào đề bài, ta được 33 1 9= + =x y  nên 2.=x  
Vậy nên tất cả các nghiệm của phương trình đã cho là ( , ) (2;2).=x y  

 
-------------------- HẾT -------------------- 
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