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Những bài toán phþơng trình hàm ngày nay đã trở nên rất phổ biến đối với các bän 

học sinh yêu Toán vì chúng đã xuất hiện thþờng xuyên trong các đề thi học sinh giỏi 

các cấp cüng nhþ kì thi chọn đội tuyển quốc gia, VMO hay các kì thi khu vực và 

quốc tế mà ta đþợc biết đến. Đặc biệt, trong các lớp däng phþơng trình hàm, thì 

däng phþơng trình hàm trên các tập rời räc là một mâng đþợc ít các học sinh chú ý 

tới bởi độ khó và chþa đþợc tiếp xúc nhiều đồng thời ngoài việc sử dýng các kï thuật 

xử lý phþơng trình hàm cơ bân chúng ta còn phâi sử dýng các tính chất số học rất 

đặc sắc cûa tập rời räc nhþ là: tính chia hết, tính chất cûa số nguyên tố, cûa số 

chính phþơng,... Trong ebook này chúng tôi sẽ mang tới cho bän đọc tuyển tập các 

bài toán phþơng trình hàm trên tập rời räc và một số bài toán phþơng trình hàm 

khác hay và khó với những lời giâi vô cùng đặc sắc nhằm giúp bän đọc có thể có 

nhiều cách nhìn khác về mâng toán này đồng thời cüng nhþ chuẩn bð cho các kì 

học sinh giỏi, olympic.  
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PHƯƠNG TRÌNH HÀM TRÊN TẬP RỜI RẠC 
Tạp chí và tư liệu toán học 

 

Để giải quyết các bài toán phương trình hàm trên tập rời rạc mà có thể giải bằng các tính 

chất số học thì nên lưu ý đến một số dấu hiệu sau: 

 Nếu xuất hiện các biểu thức tuyến tính chứa lũy thừa, có thể nghĩ đến các bài toán 

liên quan đến cấp của phần tử, các phương trình đặc biệt như phương trình Pell 

hay phương trình Pythagore,<hay đưa về việc xử lý các phương trình vô định 

nghiệm nguyên. 

 Nếu hàm số đã cho là hàm nhân tính, ta thường hay xét đến giá trị hàm số tại các 

điểm là số nguyên tố hoặc dãy vô hạn các số nguyên tố. 

 Sử dụng các đẳng thức và bất đẳng thức số học. 

 Và đặc biệt nhất, trong một số bài toán, hệ cơ số đếm có thể dùng để xây dựng 

nhiều dãy số có tính chất số học thú vị. Trong hệ cơ số 10  chúng ta có thể rất khó 

nhận ra quy luật của dãy, nhưng nếu chọn được hệ cơ số phù hợp thì bài toán có 

thể giải quyết đơn giản hơn rất nhiều. 

Nếu  2, ,g g với g  là cơ số đếm, thì mọi số nguyên dương M  đều biểu diễn 

duy nhất dưới dạng: 
 

     1 2
1 2 1 2 1... ...n n

n n ng
M a a a a g a g a g a  với        11 1;0 1, 2, .ia g a g i n  

Cơ số đếm mà hay được sử dụng trong các bài toán phương trình hàm trên tập rời rạc là 2  

và 3.   

Sau đây, chúng tôi sẽ đề cập đến các bài toán phương trình hàm mà sử dụng các tính chất 

cũng như các phương pháp trong số học để giải, nhằm giúp bạn đọc hiểu rõ hơn và có một 

cái nhìn mới mẻ hơn về các phương pháp khác để giải phương trình hàm, bên cạnh đó 

chúng tôi cũng sẽ giới thiệu cho bạn đọc các bài toán phương trình hàm và khó trong tài 

liệu này. Nào cùng bắt đầu nhé! 
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I. ĐỀ BÀI 

Câu 1. Tìm tất cả các hàm số :f  thỏa mãn điều kiện sau: 

       3 2 ,f n f f n n n
 

Câu 2. Tìm tất cả các hàm số :f  thỏa mãn điều kiện sau 

              2 2 , ,  1m n f m n mf n nf m m n
 

Câu 3. Cho hàm số * *:f  thỏa mãn điều kiện sau: 

        *1 ,f n f f n n  

Chứng minh rằng      *, .f n n n  

Câu 4. Tìm tất cả các hàm số * *:f  thỏa mãn điều kiện sau: 

         2 2 *, ,  x f y f x y x y
 

Câu 5. Tìm tất cả các hàm số * *:f  thỏa mãn điều kiện sau: 

          
22 2 *, ,  *f m f n m n m n

 
Câu 6. Tìm tất cả các hàm :f  thỏa mãn tồn tại số k  và số nguyên tố p  sao cho 

với mọi      ,n k f n p f n  và nếu m n  thì     1 1.f m f n  

Câu 7. Cho p  là số nguyên tố lẻ. Tìm tất cả các hàm :f  thỏa mãn đồng thời các 

điều kiện: 

i)    f m f n với   modm n p  

ii)        , ,f mn f m f n m n  

Câu 8. Tìm số nguyên không âm n  nhỏ nhất sao cho tồn tại hàm số   : 0,f  khác 

hằng số thỏa mãn đồng thời các điều kiện: 

i)        , ,f xy f x f y x y  

ii)             2 22 0,1,..., , ,f x y f x f y n x y  

Với số n  tìm được, hãy tìm tất cả các hàm số thỏa mãn. 

Câu 9. Giả sử hàm số *:f  thỏa mãn các điều kiện sau: 

  1 1f  và  

  
   

  
 

      

1
1     2 1

2

1          2
2

n
f if n m

f n
n

f if n m

 

Tìm các giá trị của n  sao cho    2019.f n
 

Câu 10. Tìm tất cả các hàm số * *:f  thỏa mãn các điều kiện sau: 
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   

   

     

     

 





   
    

1 1, 3 3

2

4 1 2 2 1

4 3 3 2 1 2

f f

f n f n

f n f n f n

f n f n f n

  với mọi số nguyên dương n . 

Câu 11. Cho hàm số  :f  thỏa mãn đồng thời các điều kiện: 

  f n  là ước của 2018n  với mọi n  

      .f a f b f c  với mọi , ,a b c  và  2 2 2a b c  

a) Chứng minh rằng nếu n  lẻ hoặc 4n  thì    1f n  

b) Gọi A  là tập hợp giá trị có thể có của    2 2018f f . Tính A
 

Câu 12. Có tồn tại hàm số :f S S thỏa mãn điều kiện  

        2 2 , , ,f a f b f a b a b S a b  không, trong đó   * \ 1S ? 

Câu 13. Tìm tất cả các hàm số * *:f  thỏa mãn điều kiện 

           
2 2 *1 ,n f n f f n n n n . 

Câu 14. Tìm tất cả hàm số :f  thỏa mãn đồng thời hai điều kiện sau: 

i)          x f y f x y f x f y  với mọi ,x y ; 

ii) Tập hợp 
     

   
  

, , ,
f x f y

I x y x y
x y

 là một khoảng 

Câu 15. Tìm các hàm số * *:f  thỏa mãn         
22 2 *, ,f m f n m n m n

 

Câu 16. Cho hàm  ,f x y  thỏa mãn các điều kiện: 

         0, 1; 1,0 ,1f y y f x f x    

        1, 1 , 1,f x y f x f x y  

Với mọi số nguyên không âm ,x y . Tìm  4,1981f ? 

Câu 17. Cho hàm  :f  thỏa mãn các điều kiện sau: 

i)        1 ;f n f n n   

ii)      3 , .f f n n n Z   

Hãy tính  2003 .f
 

Câu 18. Cho  f n  là hàm số xác định với mọi  *n  và lấy giá tị không âm thỏa mãn tính 

chất: 

          *, :n m f m n f m f n  lấy giá trị 0 hoặc 1 

   2 0f  và   3 0f . 

   9999 3333f .  
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Tính  2000f . 

Câu 19. Cho ,f g  là các hàm xác định trên  thỏa mãn điều kiện 

            2 . , ,f x y f x y f x g y x y  

Chứng minh rằng nếu    0f x  và     1,f x x  thì    0 1g y a   

Câu 20. Cho hàm số :f  thỏa 2 điều kiện 

i)         1 ;f x x x   

ii)         . ; ,f x y f x f y x y   

Chứng minh rằng không thể tồn tại hai số ;a b  mà     . 0f a f b
 

Câu 21. Cho          
2003

, y cos 2 cos
2

f x x y a x y  với ,a . 

Chứng minh rằng       
2 2

min , max , 2003.f x y f x y   

Câu 22. Cho hàm số  


  
2 1

, 0.
2

x
f x x

x
  

Giả sử   0f x x  và         *
1 , 0n nf x f f x n x .  

Chứng minh 
 

  2
1

1
, 1,0,1 1

1

1

n

n
n

f x
n x

f x x
f
x



      
 

 
   

Câu 23. Cho hàm số  * * *:f  là hàm số thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau: 

i)   1,1 2f   

ii)         *1, , , ,f m n f m n m m n   

iii)         *, 1 , , ,f m n f m n n m n   

Tìm tất cả các cặp số  ,p q  sao cho   , 2019.f p q   

Câu 24. Tìm tất cả các hàm số :f  thỏa mãn các điều kiện sau: 

i)     20 ,f x x n   

ii)    f x f y  chia hết cho x y  với mọi  , ,x y x y  

Câu 25. Tìm tất cả các hàm số  * *:f  mà tập     * 0x x  thỏa mãn: 

     
 
 

     


*2 , ,  1
f xy

f x f y xyf xy x y
f x y

 

Câu 26. Cho hàm  :f  là một hàm số thỏa mãn với mọi  1n  thì có một số nguyên 

tố p  là ước của n  sao cho:      
 

   
 

 1
n

f n f p f
p

 và  

       2018 2019 20203 5 7 2017.f f f  
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Hãy tính giá trị của biểu thức        2018 2019 20202018 2019 2020G f f f  

Câu 27. Tìm tất cả các hàm số * *:f  thỏa mãn: 

             3 2 2 2 2 *2 , ,f m n f m f n f m f n m n  

Câu 28. Giả sử :f  là hàm liên tục và giảm sao cho với mọi ,x y  ta có  

            f x y f f x f y f y f x  

Chứng minh rằng    f f x x . 

Câu 29. Cho song ánh :f  . Chứng minh rằng tồn tại vô số bộ  , ,a b c  với , ,a b c   

thỏa mãn  a b c và       2 f b f a f c . 

Câu 30. Có bao nhiêu hàm :f * *  thoả mãn đồng thời các điều kiện sau 

a)   1 1f  

b)          
2

2 9 1 1997,f n f n f n   * .n  

Câu 31. Tìm tất cả các hàm số * *:f  sao cho. 

a)   2 2f  

b)      . .f m n f m f n với mọi  *,m n ,   , 1UCLN m n   

c)    f m f n   *, ,m n m n . 

Câu 32. Tìm tất cả các hàm số :f thỏa mãn  

            1, ,f m n f mn f m f n m n  

Câu 33. Tìm tất cả các hàm số :f  thỏa mãn   0 2f  và 

           2 2 2 , ,f x f x y f x f y x y   1  

Câu 34. Tìm tất cả hàm số :f  sao cho           2 3, 1f f n f n n n   

Câu 35. Chứng minh rằng tồn tại duy nhất hàm số : * *f  thỏa mãn         

            , , *f m f n n f m b m n b  i  

Câu 36. Hãy xác định tất cả hàm số * *:f  thỏa mãn đẳng thức:  

            1 2 . 3f n f n f n f n a  1  

Với a là số tự nhiên thỏa mãn  1a   là số nguyên tố. 

Câu 37. Tìm tất cả các hàm số * *:f   thỏa mãn        1 .tf n a f n an t a k      với 

     ...t

t

f n f f f n  với ,  a t  là số tự nhiên tùy ý thỏa mãn  2 1 1k t a   . 

Câu 38. Cho hàm số  :f   thỏa mãn: 

            

   

2 1 2 1 2 1 2 1 3 1 2
,

2

f n f n f n f n f n
n

f n f n

        



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Tìm n sao cho   2009f n  . 

Câu 39. Tìm tất cả các hàm số :f   thoả mãn: 

       
1 1 1

, , ,
3 3 9
f xy f xz f x f yz x y z     . 

Câu 40. Cho  2n n   và hàm số :f   sao cho:  

      1 ; ,n nf x y x f x f f y x y     *  

a) Giả sử rằng  2002 0.f   Tính  2002 .f   

b) Tìm hàm số f . 

Câu 41. Tìm tất cả các hàm số :f  thỏa mãn 

       2 3 2 3 , ,f x y z f x f y f z x y z        

Câu 42. Cho hàm số * *:f   thỏa mãn đồng thời hai điều kiện: 

a)        , ,f ab f a b f a b  với mọi *, ,a b a b  ; trong đó    , , ,a b a b  lần lượt là bội 

chung nhỏ nhất, ước chung lớn nhất của hai số nguyên dương ,a b ; 

b)        f p q r f p f q f r      với mọi số nguyên tố , ,p q r . 

Tính giá trị của  2013f ? Kí hiệu *  là tập hợp tất cả các số nguyên dương. 

Câu 43. Đặt    : 0,1 0,1F f   và 2.n   Tìm giá trị nhỏ nhất của c thỏa mãn điều kiện 

   
1 1

0 0

nf x dx c f x dx   

Với f F  và f  là hàm liên tục. 

Câu 44. Tìm tất cả các hàm  : 1,1f    liên tục, thỏa mãn: 

  2

2

1

x
f x f

x

 
  

 
 , 1,1x    

Câu 45. Có thể tồn tại hay không một hàm số :f  , liên tục trên và thỏa mãn điều 

kiện: Với mọi số thực x , ta có  f x  là số hữu tỉ khi và chỉ khi  1f x   là số vô tỉ. 

Câu 46. Tìm tất cả các hàm số :f   thỏa mãn điều kiện        f x f t f y f z    với 

mọi số hữu tỉ x y z t    và , , ,x y z t  theo thứ tự lập thành cấp số cộng. 

Câu 47. Giả sử ,r s  là hai số cho trước. Tìm tất cả các hàm số :f   thỏa mãn điều 

kiện      , ,f x f y f x r y s x y       ? 

Câu 48. Tìm tất cả các hàm số :f   sao cho với tất cả các số nguyên , ,a b c  thỏa mãn 

0a b c   , đẳng thức sau là đúng: 

                    
2 2 2

2 2 2f a f b f c f a f b f b f c f c f a      

Câu 49. Tìm tất cả các hàm , : f g    có đạo hàm trên   thỏa mãn 

 
 

'
g x

f x
x

   ;  
 

'
f x

g x
x

   x    
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Câu 50. Tìm tất cả các hàm * :f    có đạo hàm trên *
  thỏa mãn 

      *,f xy f x f y x y      1  

Câu 51. Tìm tất cả các hàm :f   thỏa mãn 

          1f f n n b n     

trong đó b  là số nguyên dương chẵn. 

Câu 52. Tìm tất cả các hàm :f    thỏa mãn: 

i)        ,f xf y yf x x y      1  

ii)  lim 0
x

f x


  

Câu 53. Chứng minh rằng tồn tại song ánh :f    sao cho 

         3 4    ,f mn m n f m f n f m f n m n         

Câu 54. Tìm tất cả các hàm :f   thỏa: 

        3 2 6 ,f f f n f f n f n n n      

Câu 55. Tìm tất cả các hàm số    : 0; 0;f     thỏa mãn điều kiện: 

            ,  0;     1f f x yf yf x x y     

Câu 56. Chứng minh rằng tồn tại duy nhất một hàm số f  xác định trên tập các số thực 

dương, nhận giá trị thực dương và thỏa mãn     6 .f f x x f x   

Câu 57. Hàm số :f   thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau: 

      

      

     

: ,                    1

: 2 2 ,         2

: 0 1                                      3

i f f n n n

ii f f n n n

iii f

  

    



 

Tìm giá trị    1995 , 2007f f   

Câu 58. Tìm  : 0,1f   thỏa mãn          , , 0,1f xyz xf x yf y zf z x y z      

Câu 59. Tìm tất cả các hàm f  xác định trên  và thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau: 

         

 

2 2 3 ,

1 1

f n f k n f k n f n f k k n

f

    




 

Câu 60. Tìm tất cả các hàm số * *:f   thỏa mãn đồng thời hai điều kiện sau: 

  

   

* *

*

2 ,  ,
 

1 ,  

f f n n k n k

f n f n n

     


   

 

Câu 61. Tìm tất cả các hàm số :f   thỏa mãn đồng thời hai điều kiện sau: 

 

  

2013  2016 

4,

f

f f n n n




   

 

Câu 62. Tìm tất cả các hàm số *:f   thỏa mãn điều kiện sau: 
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         1  1 . 3 , 1f n f n f n f n n        

Câu 63. Tìm tất cả các hàm :f    thỏa mãn: 

      f x f y f x y f y     

Câu 64. Tìm số nguyên dương m  nhỏ nhất sao cho tồn tại hàm số  *: \ 1;0;1f    

           thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau 

           i)        2015 , 1 2016 ;f m f f m f    

ii)  
 

 

1
, 1,2,....

1

f n
f n m n

f n


  


 

Câu 65. Xác định hàm số  f x  liên tục   thỏa mãn đồng thời các điều kiện: 

    2 2f x f x  với mọi x  ,  1  

          3 21 1f x xf f x e x e f x    với mọi x  ,  2  

      1 1 1f e e f   ,  3  

  f k  là số nguyên dương với mọi số nguyên dương k ,  4  

Câu 66. Tìm tất cả các hàm :f   thỏa mãn đồng thời hai điều kiện sau: 

 Với mọi cặp a, b nguyên dương không nguyên tố cùng nhau, có      .f a f b f ab   

 Với mọi bộ a, b nguyên dương tồn tại một tam giác không suy biến có độ dài ba 

cạnh là    ,f a f b  và  1f a b   . 

Câu 67. Tìm các hàm số  : 1;f    thoả mãn điều kiện:       

       f x f y y x f xy    với mọi , 1x y   1  

Câu 68. Tìm tất cả các hàm * *:f   thỏa mãn đẳng thức: 

    2 2 2 22 2f f m f n m n   , với mọi *, .m n  

Câu 69. Tìm tất cả các số nguyên không âm n  sao cho tồn tại một hàm  : 0;f    khác 

hằng thỏa mãn đồng thời 2 điều kiện sau 

i)       , ,f xy f x f y x y    

ii)         2 22 0;1;2;...; .,y f x f y x yf x n     

Câu 70. Tìm tất cả các hàm số : * *f   thoả mãn điều kiện: 

          
3

2 2 2 2 *2 . . , ,f m n f m f n f n f m m n      

Câu 71. Tìm tất cả các hàm số :f   thoả mãn điều kiện: 

  0f c  

  
 

 

3 1
1 , *

3

f n
f n n

f n


   


 1  
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Câu 72. Tìm tất cả các hàm số :f   thỏa: 

      2 2 ,f a f b f f a b a b      

Câu 73. Có tồn tại hay không hàm số :f   sao cho  

      , , 1f m f n f m n m n      

Câu 74. Cho hàm số :f   là hàm số thỏa mãn các điều kiện sau: 

i)       , ,f mn f m f n m n     

ii)  m n  là ước của    f m f n  với mọi ,m n   

Chứng minh rằng tồn tại một số tự nhiên lẻ k  sao cho   , .kf n n n     

Câu 75. Tìm tất cả các hàm số * *:f   thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau: 

i)    0 0, 1 1f f    

ii)      0 1 2 ...f f f     

iii)      2 2 2 2 *, ,f x y f x f y x y        

Câu 76. Tìm tất cả các hàm số :f   thỏa mãm các điều kiện sau: 

i) Nếu a b  thì    f a f b   

ii)        2 2 , ,f ab f a b f a f b a b        

Câu 77. Tồn tại hay không hàm số  : 1, 2,...,f n   thỏa mãn điều kiện: 

i) f  là hàm đơn ánh 

ii)      f ab f a f b   với mọi  , 1,2,...,a b n  và ab n  

Câu 78. Giả sử Josephus có  1n   người bạn, n  người này đúng thành một vòng tròn 

đánh số từ 1  đến n  theo chiều kim đồng hồ, tự sát theo nguyên tắc, người thứ nhất cầm 

dao đếm 1  rồi tự sát, người thứ hai đếm 2  rồi tự sát,<Quá trình dừng lại khi còn một 

người. Gọi  f n  là hàm số biểu thị vị trí cùa người sống sót đó. Câu hỏi đặt ra là, hãy tính 

 f n  ? 

Câu 79. Cho hai hàm số * *, :f g   là hai hàm số thỏa mãn đồng thời các điều kiện: 

i) g  là hàm số toàn ánh 

ii)    2 2 22 ,f n n g n n       

Nếu   2019 ,f n n n n      thì f  có vô số điểm bất động. 

Câu 80. Tìm tất cả các hàm số * *:g   thỏa mãn điều kiện sau: 

      g g 1 3 ,g n n n n g n n         

Câu 81. Cho ba số thực , ,a b c   không âm, phân biệt sao cho tồn tại hàm , :f g    thỏa 

mãn      
x

af xy bf cf x g y
y

 
   

 
 với mọi số thực dương x y . 
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Chứng minh rằng tồn tại hàm :h    sao cho: 

     2 , 0
x

f xy f f x h y x y
y

 
      

 
 

Câu 82. Tìm tất cả hàm số :f   thỏa mãn: 

     ! ! ! ! , ,n f m f n f m m n     

Câu 83. Tồn tại hay không hàm số * *:f   thỏa mãn điều kiện sau: 

     *3 2 ,f f n n f n n     

Câu 84. Tìm tất cả các hàm số tăng thực sự * *:f  thỏa mãn điều kiện sau: 

     *2 ,f n f n f n n     

Câu 85. Tìm tất cả các toàn ánh :f   sao cho với mọi ,m n  thỏa mãn: 

   f m f n m n  
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II. LỜI GIẢI. 

Câu 1. Tìm tất cả các hàm số :f  thỏa mãn điều kiện sau: 

       3 2 ,f n f f n n n
 

Lời giải 

Giả sử f  là hàm số thỏa mãn điều kiện bài toán. 

Đặt       , .g n f n n n   

Khi đó, thì ta được                      2 2 ,  1g f n f f n f n f n n g n n  

Áp dụng liên tiếp  1  ta được 

                22 2 ... 2 ... ... ,mg n g f n g f f n g f f f n trong đó có m  dấu .f  

Như vậy thì  g n  chia hết cho       2 , 0,m m g n n  hay     ,f n n n  

Thử lại thì thấy hàm số     ,f n n n  thỏa mãn yêu cầu đề bài. 

Vậy tất cả các hàm số thỏa mãn đề bài là:     , .f n n n  

Nhận xét. Việc đặt hàm phụ       ,g n f n n n  giúp ta đưa phương trình hàm ban 

đầu về dạng mới đẹp hơn. Và khi đó ta phát hiện ra thêm được các tính chất của hàm mới 

 g n  để từ đó ta áp dụng liên tiếp các tính chất ấy và kết hợp với các tính chất số học chia 

hết để suy ra được hàm thỏa mãn yêu cầu đề bài. 

 

Câu 2. Tìm tất cả các hàm số :f  thỏa mãn điều kiện sau 

              2 2 , ,  1m n f m n mf n nf m m n  

Lời giải 

Giả sử f  là hàm số thỏa mãn điều kiện bài toán. 

Kí hiệu  ,P u v  là phép thế ,u v  vào  1  thì ta được: 

        20, 0 ,P n nf n nf n  

Do đó      2 0 , .f n f n   

Đặt         0 , .g n f n f n  

Khi đó, ta thay vô  1  ta được               2 2 , ,  2m n g m n mg n ng m m n  

Hơn nữa, ta còn có   0 0g  và     2 0,g n n  

Kí hiệu  ,Q u v  là phép thế  ,nm u v  vào  2  thì  

        2, 2 2 2 ,Q n n ng n ng n n  

Do đó ta được      22 ,g n g n n  và 
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        2 2 2 4 22 , 3 5 ,Q n n n g n n g n n  

Từ đó suy ra      43 5 ,g n g n n  

Từ đây ta áp dụng liên tục các tính chất trên, thì ta đó ta suy ra 

     *3 , ,kg n n k  

Suy ra:     0,g n n  hay       0 , .f n f const n   

Thử lại thì ta thấy hàm này thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Vậy tất cả các hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán là       0 const, .f n f n  

Nhận xét. Cũng tương tự như bài toán 1 ta nhìn phương trình hàm ban đầu dưới một hàm 

phụ khác, bằng các phép thế cơ bản ta phát hiện ra được một số tính chất sơ khai ban đầu. 

Và bằng phép đặt       ,g n f n n n  ta được một phương trình hàm có dạng y chang 

phương trình hàm ban đầu, nhưng ta lại được thêm các điều kiện ràng buộc là   0 0g  và 

    2 0,g n n nên từ đó ta đã được thêm các ràng buộc, thuận lợi cho việc giải phương 

trình. Phép đặt này rất hay, nó vừa bảo toàn phương trình hàm có dạng y chang ban đầu 

và kèm theo là các điều kiện rang buộc mà phương trình hàm ban đầu không có. Từ đấy, 

tương tự bài toán 1, ta phát hiện các tính chất của hàm  g n  và sử dụng liên tục chúng và 

kết hợp cùng với các tính chất chia hết để suy ra hàm số cần tìm. 

 

Câu 3. Cho hàm số * *:f  thỏa mãn điều kiện sau: 

        *1 ,f n f f n n  

Chứng minh rằng      *, .f n n n  

IMO 1977 

Lời giải 

Giả sử f  là hàm số thỏa mãn điều kiện bài toán. 

Đặt     *min , ,d f n n theo nguyên lý cực hạn thì d  tồn tại và duy nhất. 

Gọi  *m  sao cho:    .f m d   

Nếu  1m  thì        1 ,d f m f f m mâu thuẫn. 

Do đó  f n  đạt giá trị nhỏ nhất duy nhất tại  1n  

Lập luận tương tự thì ta có       *2 min , , 2f f n n n   

Và lập luận lại quá trình tương tự như trên ta được: 

           1 2 3 ... ...f f f f n   

Ta có   1 1f  nên      *,f n n n  

Nếu tồn tại  *
0n  mà   0 0f n n  thì    0 0 1.f n n   
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Suy ra      0 0 1 ,f f n f n mâu thuẫn 

Do đó,      *, ,f n n n thử lại thấy thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Vậy tất cả các hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán là:      *, .f n n n  

Nhận xét. Đây là một bài toán phương trình hàm trong kì thi Toán Quốc Tế - IMO năm 

1977, một bài toán phương trình hàm với điều kiện rang buộc là ở dạng bất đẳng thức, rất 

lạ và mới. Làm ta nãy ra ý tưởng sử dụng nguyên lý cực hạn để đánh giá để có điều vô lý 

và suy ra được hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài. 

 

Câu 4. Tìm tất cả các hàm số * *:f  thỏa mãn điều kiện sau: 

         2 2 *, ,  x f y f x y x y  

Lời giải 

Giả sử f  là hàm số thỏa mãn điều kiện bài toán. 

Trong    ta thế   1x y  ta được         21 1 1 1 1 1f f f  

Trong    ta thế  1x  ta được                 2 * *1 1 1 , ,  1f y f y y y y f y y  

Trong    ta thế  1y  ta được 

                     2 2 * 2 2 * *1 1, , 1 1 , , ,  2x f f x x y x f x x y f x x x  

Từ  1  và  2  ta suy ra      *, ,f x x x thử lại ta thấy thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Vậy tất cả các hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán là      *, .f x x x  

Nhận xét. Đây là một bài toán phương trình hàm trên tập rời rạc, mà cho dưới dạng chia 

hết. Bằng các phép thế đơn giản cùng với các đánh giá số học không quá khó khan, ta có 

thể nhanh chóng đánh giá được biên của hàm f  và để từ đó ta suy ra được hàm số thỏa 

mãn đề bài. 

 

Câu 5. Tìm tất cả các hàm số * *:f  thỏa mãn điều kiện sau: 

          
22 2 *, ,  *f m f n m n m n  

IMO Shortlist 2004 

Lời giải 

Giả sử f  là hàm số thỏa mãn điều kiện bài toán. 

Trong  *  ta thế   1m n  ta được: 

           
22 21 1 1 1 4 1 1,f f f do  1f  và   1 1f  

Trong  *  ta thế  1m  ta được: 

                 
2 22 2 * *1 1 , , 1 1 ,f f n n m n f n n n  
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Trong  *  ta thế  1n  ta được: 

                 
2 22 2 * 2 2 *1 1 , 1 1 ,f m f m m f m m m  

Với p  là một số nguyên tố bất kì thì: 

Trong  *  ta thế   1, 1m n p  ta được: 

   21 1f p p
 

 

   
 

  
2

1 1

1 1

f p p

f p p
 

Trường hợp 1.          2 21 1 1 1.f p p f p p   

Ta thế   1, 1m p n  vào  * ta được: 

                 
2 222 22 21 1 1 1 1 1 1 1f p p p p  

Mà ta lại có đánh giá sau đây: 

                       
22 22 2 2 22 2 21 1 1 1 1 1 1 ,p p p p p p p p mâu thuẫn 

Do đó, ta phải xảy ra trường hợp còn lại. 

Trường hợp 2.          1 1 1 1,f p p f p p với mọi p  là số nguyên tố 

Hay tồn tại k  sao cho    .f k k   

Với mỗi k  như thế và số tự nhiên  0n  bất kì thì ta có: 

                            
2 22 22 2 2 1 1 2k f n k n k f n p f n p n f n f n n  

Khi ta chọn k  là một số đủ lớn thì ta bắt buộc phải có:      *, ,f n n n thử lại thỏa. 

Vậy tất cả các hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán là:      *, .f n n n  

Nhận xét. Cũng tương tự như ở bài toán 4, đây là một bài phương trình hàm trên tập rời 

rạc có dạng chia hết. Cũng tương tự ở bài trên, ta cũng thế bằng các phép thế đơn giản để 

phát hiện một số tính chất của đề bài. Nhưng ở bài toán 5 này khó hơn ở bài toán 4 rất 

nhiều, vì từ các tính chất ta tìm được, ta không thể chặn được khoảng của hàm f  để rồi 

suy ra      *,f n n n  như ở bài toán trên được. Vì thế mà ta phải xét giá trị của hàm số 

f  tại các giá trị là số nguyên tố để xử lý bài toán và bằng một số kiến thức đơn giản về 

giới hạn ta có thể suy ra được      *,f n n n một cách dễ dàng, từ đó kết thúc bài toán. 
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Câu 6. Tìm tất cả các hàm :f  thỏa mãn tồn tại số k  và số nguyên tố p  sao 

cho với mọi      ,n k f n p f n  và nếu m n  thì     1 1.f m f n  

Iran TST 2005 

Lời giải 

Giả sử f  là hàm số thỏa mãn điều kiện bài toán. 

Giả sử n k  và p  không chia hết cho  1n  thì khi đó tồn tại k  sao cho  1 .n n kp   

Suy ra ta được      1f n f n kp  

Mặt khác ta lại có     f n f n kp  nên           1 1 1f n f n f n f n  

Với  1n  bất kì thì            1 1 1 1 2n n kp f n f n kp  

Do đó với  1n  thì ta có:     1,2 .f n   

Bây giờ ta sẽ xét hai trường hợp sau: 

Trường hợp 1.     2,f n n k  và  1.p n   

Xác định n k  và p  không chia hết cho  1n  khi đó tồn tại m  sao cho:  1n m  và  1.p m   

Suy ra     1 3f n f m  hay    1f n  

Ta xác định hàm f  như sau: 

     2,f n n k  và  1.p n  

     1,f n n k  và p  không là ước của  1.n  

       , .f i f i p i k  

Trường hợp 2.     1,f n n k  và  1.p n  

Trong trường hợp này     1,f n n k  và nếu giả sử     2S a f a  thì sẽ không tồn tại 

,m n S  thỏa mãn  1 .m n   

Ta xác định hàm f  như sau      1,2 , .f n n   

Với S  là một tập con vô hạn của  sao cho không tồn tại ,m n S  thỏa mãn  1m n  và với 

 1n  thì       2 ;  1,f n n S f x với các giá trị  1x  còn lại và  1f  là một số bất kì 

xác định bởi    2 1 1.f f   

Từ đây ta thử lại đề bài và thấy thỏa mãn nên ta hoàn thành bài toán. 

Nhận xét. Đây là một bài toán phương trình hàm trên tập rời rạc khó và điều kiện ràng 

buộc khá là khó chịu. Và bằng các phép thế để tìm ra các tính chất của hàm, cùng với các 

kĩ thuật xử lý rất khó khan, chúng ta đã xử lý được bài toán. Đây là một bài toán khó, các 

bạn đọc cần nghiên cứu và đọc thật kĩ. 
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Câu 7. Cho p  là số nguyên tố lẻ. Tìm tất cả các hàm :f  thỏa mãn đồng thời các 

điều kiện: 

i)    f m f n với   modm n p  

ii)        , ,f mn f m f n m n  

USA TST 

Lời giải 

Giả sử f  là hàm số thỏa mãn điều kiện bài toán. 

Với  ,k thì ta có                 1 1 0f p k f pk f p f k f k  

Bây giờ ta sẽ xét hai trường hợp sau 

Trường hợp 1.    0f p   

Dễ thấy nếu   1 0f  thì     0, ,f n n mâu thuẫn với    0.f p  

Xét riêng khi   1 1.f   

Với mỗi x  và p  khong chia hết cho x  ta có y  sao cho   1 mod .xy p     

Do đó ta có            1 1, ,f x f y f xy f x y  

Suy ra:    1f n  và p  không chia hết cho .n   

Mặt khác ta lại có     2 2 1f n f n  với p  không chia hết cho n  nên    1,f m  nếu m  là 

một số chính phương mod p  và p  không chia hết cho .m   

Nếu không tồn tại ,i  với p  không chia hết cho i  sao cho    1f i  thì ta có ngay 

    1,f n n  và p  không chia hết cho .n   

Xét i  là một số không chính phương mod p  và k  là một số không chính phương mod p  

và p  không chia hết cho k  bất kì thì ta suy ra ik  là số chính phương mod .p   

Mặt khác ta lại có             1f k f i f k f ik  

Hay 

    1,f x  nếu x  là một số chính phương mod p  và p  không chia hết cho x   

    1,f x  nếu x  là một số không chính phương mod p   

Xét số 0x  sao cho    0 1.f x  

Bây giờ từ điều kiện ii) ta thay  0 ,m x n p  ta được: 

        0 0f p f px f p f x  hay    1f p  

Suy ra: 

    1,f x  nếu x  là số chính phương mod p   

    1,f x  nếu x  là một số không chính phương mod p   

Trường hợp 2.    0f p  suy ra    0, .f n p n   

Khả năng 1. Nếu   1 0f  thì     0, .f n n   
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Khả năng 2. Nếu   1 0f   

Giả sử tồn tại 0x  sao cho   0 0f x  và p  không chia hết cho 0x   

Suy ra     0 0,f nx n  

Ta có dãy   0 0 0, 2 ,..., 1x x p x  là một hệ thặng dư đầy đủ mod p  

Suy ra   1 0,f  điều này mâu thuẫn. 

Vậy ta có    0f x p x  và    1,f x  với các giá trị x  còn lại. 

Từ các kết quả trên đây, ta thấy có 4  hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán: 

    0,f n n     
0    

1    

if p n
f n

if n



 p

 

    1,f n n   


 


1           mod  
 

1         mod   

if n la mot so chinh phuong p
f n

if n khong la mot so chinh phuong p
 

Vậy đây là tất cả các hàm thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Nhận xét. Đây là một bài toán khó, với điều kiện hàm rất khó xử lý, một bài toán khó 

trong kì thi chọn đội tuyển IMO của Mỹ, và việc ứng dụng sâu sắc các kiến thức Số Học 

tổng hợp trong lời giải, nó có vẻ khá phức tạp. Mong bạn đọc suy nghĩ và đọc thật kĩ, và 

mong bạn đọc có một lời giải khác ngắn gọn và hay hơn cho bài toán. 

 

Câu 8. Tìm số nguyên không âm n  nhỏ nhất sao cho tồn tại hàm số   : 0,f  khác 

hằng số thỏa mãn đồng thời các điều kiện: 

i)        , ,f xy f x f y x y  

ii)             2 22 0,1,..., , ,f x y f x f y n x y  

Với số n  tìm được, hãy tìm tất cả các hàm số thỏa mãn. 

Lời giải 

Với  1n  xét hàm f  được xác định như sau: 

  
0    

1    

if p x
f x

if x





,
p

với p  là số nguyên tố có dạng 4 3k  

Hiển nhiên hàm số trên thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Giả sử với  0n  thì cũng tồn tại hàm số f  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Khi đó thì ta có: 

                         2 2 2 22 0, , 2 , ,  f x y f x f y x y f x y f x f y x y  

Từ điều kiện i) ta thế   0x y  ta được: 

       20 0 0 0f f f  hoặc   0 1f  

Trường hợp 1.   0 1f   



 

18 | Tạp chí và tư liệu toán học 

Bồi dưỡng học sinh giỏi 

TẠ
P 

CH
Í V

À 
TƯ

 L
IỆ

U 
TO

ÁN
 H

ỌC
 

  

Ta thế  0y  vào    thì ta được             22 0 1,f x f x f f x x  

Mà      2 2 ,f x f x x  nên ta suy ra: 

               2 22 2 1, 1, ,f x f x f x x f x x do     0,f x x  

Điều này lại trái với giả thiết f  khác hằng số. 

Trường hợp 2.   0 0f   

Ta thế  0y  vào    thì ta được            22 0 ,f x f x f f x x  

Mà      2 2 ,f x f x x  nên ta suy ra         2 22 2 ,f x f x f x x  

Suy ra với mỗi x  thì ta phải có    0f x  hoặc   
1

.
2

f x   

Nếu tồn tại 0x  sao cho   0

1
.

2
f x   

Ta thế   0x y x  vào    thì ta được: 

                      2 2
0 0 0 0 0 0 02 2 2 2 2 2  f x f f x f x x f x f x f x  

Từ    ta thay  1, 0x y  thì ta được:   1 0.f   

Từ    ta thay  1, 1x y  thì ta được:   2 0.f   

Từ đây ta thay   2 0f  vào     thì ta được: 

    0, ,f x x điều này lại mâu thuẫn với f  khác hằng số. 

Vậy từ đây ta khẳng định được rằng  1n  là giá trị nhỏ nhất thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Khi ta tìm được  1n  ta sẽ quay lại việc giải quyết bài toán đề bài. 

 

Tìm tất cả các hàm số   : 0,f  khác hằng số thỏa mãn đồng thời các điều kiện: 

i)        , ,f xy f x f y x y   

ii)             2 22 0,1 , ,f x y f x f y x y  

 

Giả sử f  là hàm số thỏa mãn điều kiện bài toán. 

Ta dễ dàng chứng minh được rằng:     0 0, 1 1.f f   

Trong i) ta thế y x  thì ta được      2 2 ,f x f x x  

Trong ii) ta thế  0y  thì ta được 

                  2 22 2 0,1 0,1f x f x f x f x f x  

Trong i) ta thế   1x y  thì ta được 

          2 1 1 1 1 1f f f  

Trong i) ta thế    1,x y x  thì ta được: 
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                  1 , ,f x f f x x f x f x x  

Trường hợp 1. Tồn tại số nguyên tố p  sao cho    0.f p   

Giả sử cũng tồn tại số nguyên tố q p  sao cho    0.f q   

Trong ii) ta thế  ,x p y q  thì ta được 

             2 2 2 22 0 0f p q f p f q f p q  

Do đó với mỗi ,a b  thì ta luôn có: 

                     
2 22 2 2 2 2 2 2 22 2 2 0f a b f p q f a b p q f ap bq aq bp  

Lưu ý rằng.            
2 22 2 2 2a b p q ap bq aq bp  là đẳng thức Brahmagupta – 

Fibonacci nổi tiếng, cũng đã được đề cập đến trong nhiều cuốn sách, mong bạn đọc lưu ý 

chi tiết này để giải toán. 

Vì         2 20 2f x f y f x y  nên    0.f aq bp   

Do   , 1p q  nên tồn tại ,a b  sao cho   1.aq bp   

Suy ra được       1 1 0,f f aq bp điều này là vô lý. 

Vậy tồn tại duy nhất số nguyên tố p  sao cho    0.f p   

Khả năng 1. Nếu p  là số nguyên tố có dạng  4 1,k k  thì tồn tại a  sao cho 2 1p a

hay   2 1 0.f a   

Lưu ý rằng. Kết quả này các bạn có thể tham khảo trong phần chuyên đề Thặng dư bình phương. 

Mặt khác, trong ii) ta thế  1,x y a  thì ta được: 

                       2 2 2 22 1 1 2 1 1 1 1 1,f a f f a f a f f a f a  

Điều này là mẫu thuẫn. 

Vậy từ đấy chỉ xảy ra khả năng còn lại. 

Khả năng 2. Nếu p  là số nguyên tố có dạng 4 3k  thì 

Từ đó ta có    0f x p x  và    1f x  với các giá trị x  còn lại. 

Trường hợp 2.    1f p  với mọi số nguyên tố .p   

Khi đó      1, \ 0f x x  

Vậy từ đó có hai hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán là: 

   
0    

1    

if p x
f x

if x





, 
p

trong đó p  là một số nguyên tố bất kì có dạng  4 3, .k k  

  


 


0    0

1     0

if x
f x

if x
  

Nhận xét. Đây là một bài toán phương trình hàm trên tập rời rạc phải nói là rất rất khó, sử 

dụng rất nhiều kiến thức trong Số Học cũng như kĩ năng phán đoán và biến đổi thuần 
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thục. Sử dụng rất nhiều các mạng kiến thức liên quan đến số nguyên tố, thặng dư bình 

phương hay các đẳng thức rất nổi tiếng trong Toán học. Thực sự đây là một bài hàm liên 

quan đến số học tổng hợp, rất hay và thú vị, mong bạn đọc nghiên cứu thật kĩ càng và cẩn 

thận bài toán này. 

 

Câu 9. Giả sử hàm số *:f  thỏa mãn các điều kiện sau: 

  1 1f  và  

  
   

  
 

      

1
1     2 1

2

1          2
2

n
f if n m

f n
n

f if n m

 

Tìm các giá trị của n  sao cho    2019.f n  

Lời giải 

Từ cách xác định của hàm f  ta dễ dàng tính được: 

                2 3 2; 4 5 6 7 3f f f f f f  

Bây giờ ta sẽ viết dưới dạng nhị phân như sau: 

           
           

     

     

2 2 2

2 2 2

1 1 1;  2 10 2;  3 11 2

4 100 3;  5 101 3;  6 110 3;...

f f f f f f

f f f f f f
 

Từ cách việt dưới dạng nhị phân như trên, ta dự đoán  f n  là số chữ số trong biễu diễn 

nhị phân của số .n   

Ta sẽ chứng minh dự đoán này bằng quy nạp như sau. 

Thật vậy, ta thấy khẳng định đúng với  1, 2.n n   

Giả sử khẳng định đúng đến .n  Ta sẽ chứng minh khẳng định đúng đến  1.n   

Nếu n  là số chẵn thì     1 1 2... 0 1.k kn a a a f n k  

Khi đó thì ta có   1 1 21 ... 1k kn a a a  

Từ đấy ta có    

   
          

   
1 1 2
... 1 1,

2 2 2
k k

n n n
a a a f k f n f k tức là bằng số chữ số 

trong biểu diễn nhị phân của số .n   

Nếu n  là số lẻ thì bằng cách làm tương tự ta cũng được kết quả tương tự. 

Vậy theo nguyên lý quy nạp ta suy ra  f n  là số chữ số trong biểu diễn nhị phân của .n   

Ta đó ta suy ra nếu    2019f n  thì biểu diễn của n  trong hệ nhị phân chứa đúng 2019  

chữ số. 

Vậy từ đó ta suy ra:  2018 20192 2 .n   

Nhận xét. Đây là một bài toán khá hay, với tư tưởng giải là đưa về hệ nhị phân. Bằng cách 

biểu thị bình thường thì ta không thể tìm ra được tính chất của dãy, bởi điều kiện nó xen 

kẽ với tính chẵn lẽ, rất khó chịu và phức tạp. Mà chỉ bằng cách đưa về hệ nhị phân ta đã 
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nắm được quy luật của dãy số mà tác giá đã ẩn đi trong bài toán, và từ đó ta nảy ra ý 

tưởng giải và chỉ việc đi triển khai, cuối cùng ta thu được kết quả của bài toán. 

 

Câu 10. Tìm tất cả các hàm số * *:f  thỏa mãn các điều kiện sau: 

   

   

     

     

 





   
    

1 1, 3 3

2

4 1 2 2 1

4 3 3 2 1 2

f f

f n f n

f n f n f n

f n f n f n

  với mọi số nguyên dương n . 

IMO 1988 

Lời giải 

Giả sử f  là hàm số thỏa mãn điều kiện bài toán. 

Một số nguyên dương k  chỉ có thể có một trong bốn dạng sau:  

       4 ,  4 1,  4 2,  4 3;  ,k n k n k n k n k n  

Do đó, từ giả thiết của bài toán, hàm số f  được xác định một cách duy nhất. Ta sẽ sử 

dụng biểu diễn cơ số 2  để tìm biểu diễn của hàm số .f   

Ta có các nhận xét sơ bộ như sau: 

       

       

     

     

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 ,  10 2 1 01

11 3 3 11 ,  100 4 1 001 ,...

f f f f

f f f f
 

Từ đấy ta thấy được quy luật như sau: 

Quy luật. Biểu diễn của  f n  trong hệ cơ số 2  chính là cách viết ngược lại của biểu diễn 

của n  trong hệ cơ số 2  tức là      1 1 0 0 1 12 2
... ... .k k k kf a a a a a a a a   

Bây giờ ta sẽ chứng minh dự đoán này bằng quy nạp như sau. 

Chứng minh.  

Với  1,2,3, 4n  thì hiển nhiên đúng, do ta đã thử kiểm tra ở trên. 

Giả sử tính chất đã đúng cho với mọi  .k n  Ta sẽ chứng minh tinh chất cũng đúng với .n   

Trường hợp 1. Nếu  2n m  thì theo giả thiết ta có     .f m f n  Vì  2n m  nên nếu m  được 

biễu diễn trong hệ cơ số 2  dưới dạng   1 1 0 2
...k km a a a a  thì   1 1 0 2

... 0 .k kn a a a a   

Mà theo giả thiết quy nạp thì ta có: 

                    1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 12 2 2 2
... 0 ... ... 0 ...k k k k k k k kf a a a a f n f m f a a a a a a a a a a a a  

Từ đây, trong trường hợp này, tính chất được chứng minh. 

Trường hợp 2. Nếu  4 1n m  với   1 1 0 2
...k km a a a a  thì   1 1 0 2

... 01k kn a a a a  và  

   1 1 0 2
2 1 ... 1 .k km a a a a   

Mà theo giả thiết quy nạp thì ta có: 
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          

     
   

   

     

   



 

 

 

 



     

 

 

 

  

  

1 1 0 2

1 1 0 1 1 02 2

0 1 1 0 1 12 2

0 1 1 0 1 12 2

0 1 1 0 1 12 2 2

0 1 12 2

... 01 4 1 2 2 1

2 ... 1 ...

2 1 ... ...

1 ... 0 ...

10...0 ... 0 ...

10...0 ... 10

k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k

f a a a a f n f m f m f m

f a a a a f a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a 0 1 1 2
... .k ka a a

 

Từ đây, trong trường hợp này, tính chất được chứng minh. 

Trường hợp 3. Nếu  4 3n m  với   1 1 0 2
...k km a a a a  thì   1 1 0 2

... 11k kn a a a a  và 

   1 1 0 2
2 1 ... 1 .k km a a a a   

Mà theo giả thiết quy nạp thì ta có: 

          

     

     

   

 



  





     

    

  

 



1 1 0 2

0 1 1 0 1 1 0 1 12 2 2

0 1 1 2 2

0 1 1 2

... 11 4 3 3 2 1 2

2 1 2 2 1 2

1 ... 1 ... 0 ... 0

1 ... 10...0

11 ... .

k k

k k k k k k

k k

k k

f a a a a f n f m f m f m

f m f m f m

a a a a a a a a a a a a

a a a a

a a a a

 

Từ đây, trong trường hợp này, tính chất được chứng minh. 

Vậy theo nguyên lý quy nạp thì quy luật của chúng ta đã được chứng minh. 

Vậy tất cả các hàm  f n  thỏa mãn đề bài là: 

     1 1 0 0 1 12 2
... ... ,k k k kf a a a a a a a a  

trong đó   1 1 0 2
...k kn a a a a  là biễu diễn của số n  trong hệ cơ số 2.   

Nhận xét. Cũng với ý tưởng tương tự như ở bài toán 9 là sử dụng hệ nhị phân để tìm ra 

quy luật của dãy số. Nhưng ở bài toán 10 thì khó hơn ở các bài trước rất nhiều, do điều 

kiện của đề bài khá nhiều, làm ta khá hoang mang, và khá nhiều trường hợp cần xét của n  

nên lời giải có vẻ phức tạp. Ở bài này, các bạn cần có một cách nhìn tổng quan để khám 

phá ra quy luật và kiểm nghiệm sự chính xác của nó, và từ đó đi chứng minh phỏng đoán 

đó bằng phương pháp quy nạp, bên cạnh đó cũng cần sự biến đổi điêu luyện và thật chính 

xác thì mới thu được kết quả của bài toán. 
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Câu 11. Cho hàm số  :f  thỏa mãn đồng thời các điều kiện: 

  f n  là ước của 2018n  với mọi n  

      .f a f b f c  với mọi , ,a b c  và  2 2 2a b c  

a) Chứng minh rằng nếu n  lẻ hoặc 4n  thì    1f n  

b) Gọi A  là tập hợp giá trị có thể có của    2 2018f f . Tính A  

Lời giải 

a) Nếu   1 mod 2n  ta chọn    
        

      
     

20182 2 2 21 1 1 1
, , , , | |

2 2 2 2

n n a a
a b c n f n f  

Ta có      
       
               

20182 2
2018 2018 20181 1

| |gcd , gcd , 1 1
2 2

n n
f n n f n n n f n  

Nếu   0 mod 4n  ta chọn               
20182 2 2 2, , 4 , 4 1, 4 1 4 | 4 1 | 4 1a b c k k k f k f k k  

Ta có             
20182018 2018 24 | 4 4 |gcd 4 , 4 1 1f k k f k k k  

b) Theo câu a, ta có       2018 0 1 20182 2 2 2 ,2 ,..., 2f f  

Với     2, , 2018,1018080,1009 1a b c  ta có 
     

 

   




20182 2

2018

2018 1009 1 1009 1

2018 2018

f f

f
 

           2018 2 2018 0 1 20182018 gcd 2018,1009 1 2 2018 2 ,2 ,..., 2f f  

Với  , ,a b c  thoả 
 

 

  




2 2 2    *

gcd , , 1

a b c

a b c
 

 Nếu ,a b  lẻ, c  chẵn.  

Do          
2 2 22 2 2 2 2 2a b c a b c  nên       1 2 2 2f c f a f b . 

Mà  :f  nên        2 2 2 1f a f b f c . 

 Nếu 
 

 

 




1 mod 2

0 mod 2

a c

b
.  

Khi đó:           2 2 2 2 , , 1 f c f a f b f a a c lẻ thỏa mãn (*). 

Do đó             2 2 22 2 * * : , , 1f c f a b a b c a c . 

Ta có  2018f  thỏa  * *  với bộ  
 

  
 

22018 1018080 1009 1
, , , ,

2 2 2
a b c  mà  2f  không thỏa 

 * *  do , 1a c  nên    2 2018f f  

Dễ dàng chứng minh được   2 2 2 2a b c d  với    , ,a b c d  bằng cách chia cả hai vế cho 

2  với    min , , ,a b c d  nên  2
2019T C . 
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Câu 12. Có tồn tại hàm số :f S S thỏa mãn điều kiện  

        2 2 , , ,f a f b f a b a b S a b  không, trong đó   * \ 1S ? 

Lời giải 

Giả sử tồn tại hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán. Ta sẽ tìm tính chất đặc biệt của hàm số f

Xét hai biểu thức sau            ,f a f d f c f a f b f c . 

Ta có             2 2 4 4 2f a f d f c f a d f c f a d c  và 

            2 2 2 4 4f a f b f c f a f b c f a b c . 

Ta sẽ chọn ,c d  sao cho     4 4 2 2 4 4 2 4 4 2 2 2a d c a b c a d b c ad b c   1 .  

Với ,c d  thỏa mãn (1) thì 

                         4 4 2 2 4 4 2f a d c f a b c f a f d f c f a f b f c f b f d  

Tất nhiên ta cần chọn d b  và c  thỏa mãn  1  chẳng hạn  2 2,d b c ab .  

Nên từ  2  ta được      2 ,f b f b b S  (3). 

Từ tính chất  3  ta có 

                     2 2 , , , , , , 4f a f b f a b a b S a b f a f b f ab a b S a b  

Sử dụng tính chất    3 , 4  ta được             2 216 4 4 2 2f f f f f . 

Mặt khác         16 2.8 2 8f f f f . 

Từ hai đẳng thức trên ta được          2 8 2 8 1f f f f  (vô lí.) 

Vậy không tồn tại hàm số f  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

 

Câu 13. Tìm tất cả các hàm số * *:f  thỏa mãn điều kiện 

           
2 2 *1 ,n f n f f n n n n . 

Lời giải 

Với dạng toán mà giả thiết về bất đẳng thức thì việc dự đoán được nghiệm đóng vai trò 

quan trọng trong việc định hướng lời giải. Việc dự đoán nghiệm thường ta thông qua việc 

tính các giá như      1 , 2 , 3 ,...f f f   

Thay  1n  vào phương trình ban đầu ta được          0 1 1 2 1 1f f f f . 

Thay  2n  vào phương trình ban đầu ta được      1 2 2 6f f f . 

Từ bất đẳng thức này suy ra   2 1f , nếu   2 3f .  

Từ điều kiện ban đầu ta thay n  bởi  f n  thu được 

                  
2 2 *1 ,f n f f n f f f n f n f n n  (1). 

Từ (1), thay  2n  ta được                 
2 2

2 1 2 2 2 2f f f f f f f f  
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                 
2

4 2 1 2 2 2 2f f f f f f f f  

Điều này mâu thuẫn với      1 2 2 6f f f . Do đó   2 2f . 

Do đó ta dự đoán      *,f n n n . Ta sẽ chứng minh bằng phương pháp quy nạp.  

Giả sử          1 1, 2 2,..., 1 1f f f n n . Ta chứng minh   f n n  

Với mỗi số nguyên dương n , đặt   f n m . Ta xét các trường hợp sau: 

 Nếu               
221 1m n f n f f n mf m m n  vô lí. 

 Nếu                   21 1f n m n n f f n f n f f n n n    f f n n  

                    
2

2.f f f n f f n f f n f f f n f f n n , 

Kết hợp với           
2

1f f f n f f n f n  ta được         
22 1 1n f n f n n  vô lí. 

Do đó   f n n . Vậy      *,f n n n . 

 

Câu 14. Tìm tất cả hàm số :f  thỏa mãn đồng thời hai điều kiện sau: 

i)          x f y f x y f x f y  với mọi ,x y ; 

ii) Tập hợp 
     

   
  

, , ,
f x f y

I x y x y
x y

 là một khoảng 

Lời giải 

Phân tích. Điểm mấu chốt để giải bài toán chính là hiểu và tận dụng được giả thiết ii). 

Tập hợp I  là một khoảng có nghĩa là nếu  , ,a b I a b  thì  ,a b I .  

Từ điều này ta suy ra tính chất quan trọng của tập hợp I  là nếu có số thực a I  thì hoặc 

là   ,x a x I  hoặc là   ,x a x I . 

Khi đó ta có lời giải sau. 

Để ý rằng nếu      f x f y x y  thì x y  ( do i) ). 

Do đó 1 I . 

Giả sử t I . Khi đó  1t  và tồn tại  , ,x y x y  sao cho        f x f y t x y . 

Vì x y  nên        f y f x f x f y  và 

     
       

   
 

     

1

1

f y f x f x f y y x

y x t x y ty f x x f y
. 

Do đó 


1

1
I

t
. Mà I  là một khoảng nên mọi phần từ x  nằm giữa t  và 



1

1 t
 cũng thuộc I  

Nếu  1t  thì 


1
0

1 t
 (mâu thuẫn vì khi đó ta lại có 1 I ) 

Do đó  1t . Tương tự ta cũng có 


1
1

1 t
, tức là  0t . 
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Như vậy ta đã chứng minh được rằng nếu t I  thì 


1

1
I

t
 và  0t . 

Mà khi  0t  thì 


1
0

1 t
 nên ta có mâu thuẫn.  

Như vậy I  phải là tập rỗng mà rõ ràng  I , chẳng hạn      1 0f f I .  

Do đó không tồn tại hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Ngoài ra ta cũng có thể giải bài toán này như sau. 

Đặt  
   




,
f x f y

F x y
x y

 với mọi  , ,x y x y . 

Tương tự cách đầu, ta có      , 1, , y ,x yF x y x  

Nếu tồn tại x y  sao cho   , 0F x y  thì       , 1F y f x x f x  (vô lý). 

Do đó         , 0;1 , , , *F x y x y x y  

Suy ra f  là đơn ánh. Do đó với mọi  , ,x y x y  ta có 

                   f x f y f y f y f y f x f y f y x y  

Hay                 , , , 1F x f y y f y F y f x y f y F x y  

Từ đây, kết hợp với  *  và ii) ta suy ra      , 1, , ,F x y x y x y  

Suy ra f  đơn điệu tăng trên . 

 Nếu x y  thì      f x f y x y  hay      y f x x f y . 

Suy ra        f y f x f x f y , kết hợp với i), ta được x y . 

 Tương tự nếu x y  ta cũng có mâu thuẫn. 

Vậy không tồn tại hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

 

Câu 15. Tìm các hàm số * *:f  thỏa mãn         
22 2 *, ,f m f n m n m n  

Lời giải 

Giả sử tồn tại hàm f  thỏa mãn yêu cầu bài toán 

Ta có        2 1 1 4 1 1f f f  

Thay         
2

1 1 1 ,m f n n n  

Thay     1, 1m n p p P  
 
 

   
    

  

2

2

1 1
1 1

1 1

f p p
f p p

f p p
 

Nếu      2: 1 1p P f p p . 

Thay            
2221, 1 1 1| 1 1m p n f p p  

Suy ra       
2 22 21 1 2 2p p p  
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Có    2 21 2 2p p p  nên có mâu thuẫn 

Vậy      1 1,f p p p P
 

Thay             
 

22 2
1 1 1m p p f n p n  

Suy ra            
22 2

1 0 mod 1n p p f n
 

Mà           
2 2

0 mod 1f n n p f n   

Suy ra           
2 2

0 mod 1f n n p f n  

Nếu   f n n , khi đó ta có            
2 2

( ) 1 , *f n n f n p p P  

Mà tập các số nguyên tố là vô hạn nên      
2

1f n p .  

Mà   
2

f n n  cố định với n  xác định.  

Do đó chỉ cần chọn p  nguyên tố đủ lớn ta có mâu thuẫn  * . 

Vậy      *,f n n n  (thử lại thỏa mãn) 

 

Câu 16. Cho hàm  ,f x y  thỏa mãn các điều kiện: 

         0, 1; 1,0 ,1f y y f x f x    

        1, 1 , 1,f x y f x f x y  

Với mọi số nguyên không âm ,x y . Tìm  4,1981f  

Lời giải 

Ta có           1, 0, 1, 1 1 1, 1f n f f n f n   

Do đó           1, 1,0 0,1 2f n n f n f n  

Ta lại có           2, 1, 2, 1 2, 1 2f n f f n f n  

Do đó           2, 2 2,0 2 1,1 2 3f n n f n f n  

Bây giờ           3, 2, 3, 1 2 3, 1 3f n f f n f n   

Đặt  12n nu u  và        0 3,0 3 2,1 3 0u f f  

Do vậy     3 32 3, 2 3n n
nu f n   

Ta có 

      

   

 

     


   


 

4, 1 3

4

224

4, 3, 4, 1 2 3

4,0 3,1 2 3 13

4,2 2 3

f nf n f f n

f f

f

  

Bằng qui nạp ta chứng minh được    22..244, 2 3f n   

Trong đó số mũ chứa   2n  chữ số 2. Từ đó    22.244,   1981 2 3f  với số mũ chứa 1983 

chữ số 2. 
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Câu 17. Cho hàm  :f  thỏa mãn các điều kiện sau: 

iii)        1 ;f n f n n   

iv)      3 , .f f n n n Z   

Hãy tính  2003 .f  

Lời giải 

Từ               1, 1 3 1 2f f f fi ii   

Ta có       2 1 3.1 3f f f  

     3 3 3.2f f f  

       22.3 3 3.3 3f f f   

............. 

Suy ra           12.3 3 , ; 3 2.3 ;n n n nf n f n Z   

Nên có       1 13 2.3 2.3n n nf f f   và          1 1 1 22.3 3 3.3 3n n n nf f f  

Do đó khẳng định đúng với mọi n 

Ta có  3 1n  số nguyên m nằm giữa 3n  và 2. 3n  và do giả thiết  i     1f n f n  nên có 

 3 1n  số nguyên m nằm giữa  3nf  và  2.3nf  suy ra  0 3nm     3 2.3 3n nf m n .  

Do giả thiết  ii  suy ra           2.3 3 3 3n n nf m f f m m   

Vậy      2.3 3 3n nf m m  với  0 3nm  

Suy ra          6 62003 2.3 545 2003 3 3 545 3822n f . 

 

Câu 18. Cho  f n  là hàm số xác định với mọi  *n  và lấy giá tị không âm thỏa mãn 

tính chất: 

          *, :n m f m n f m f n  lấy giá trị 0 hoặc 1 

   2 0f  và   3 0f . 

   9999 3333f .  

Tính  2000f . 

Lời giải 

Vì        f m n f m f n  lấy giá trị 0 hoặc 1 nên ta suy ra        f m n f m f n   

            2 2 1 1 0 3 1f f f f  

Ta có          6 3 3 2f f f   

       9 6 3 3f f f  

................. 

       9999 9996 3 3333f f f   
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Vì giả thiết cho   9999 3333f  nên ta có dấu “=” ở các bất đẳng thức trên xảy ra, tức là 

    3 , 1,2,..., 3333f n n n       1998 666, 2001 667f f  

Mặt khác nếu a  *,a b  và             a b f a f b f a b f b . 

       666 2000 667 2000 666f f  hoặc 667 

Giả sử  2000 667f         4000 1334 6000 1334 667 2001f f  . 

Mà   6000 2000f , mâu thuẫn. Vậy   2000 666f . 

 

Câu 19. Cho ,f g  là các hàm xác định trên  thỏa mãn điều kiện 

            2 . , ,f x y f x y f x g y x y  

Chứng minh rằng nếu    0f x  và     1,f x x  thì    0 1g y a   

Lời giải 

Ta dùng phương pháp phản chứng 

Giả sử lại một điểm    0 0: 1y g y a   

Ta lấy   0 0: 0x f x  và xây dựng dãy   0,1,2....kx k như sau: 

   

   


    
 

   

0 0 0

1

0 0 0

,khi

,khi

k k k

k

k k k

x y f x y f x y
x

x y f x y f x y
 

Theo giả thiết ta có                  1 0 0 0 02 k k k k kf x f x y f x y f x y f x y    

      02 2k kf x g y a f x  

Nên     1k kf x a f x   với  1; 1,2, 3...a k  

Do đó ta có:     0 .k
kf x a f x   

Nhưng vì   0 0f x  và  1a  nên có thể chọn k sao cho   0 1ka f x  dó đó    1kf x  

Mâu thuẫn với giả thiết.  

Vậy     1,g y y R   

 

Câu 20. Cho hàm số :f  thỏa 2 điều kiện 

iii)         1 ;f x x x   

iv)         . ; ,f x y f x f y x y   

Chứng minh rằng không thể tồn tại hai số ;a b  mà     . 0f a f b  

Lời giải 

Ta sẽ chứng minh     0,f x x   

Thật vậy! Với  1x  thì theo điều kiện  i  ta có ngay    0f x  
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Với  1x , trước hết ta sẽ chứng minh bất đẳng thức: 

   
  

      
  

2

, , 1
2

n

n

x
f x f x n  

Với  0n  thì bất đẳng thức đúng! 

Giả sử  1  đúng với   0n k  tức    
  

   
  

2

2
2

k

k

x
f x f  

Ta có 



   

          
             

          

12 2 .2 2

1 1 1 12 2 2 2 2

k k k

k k k k k

x x x x x
f f f f tức  1  đúng với   1n k   

Theo nguyên lý quy nạp toán học bất đẳng thức  1  đúng. 

Bây giờ chọn n đủ lớn để  2 ,nx x  tùy ý, khi đó 
 

   
 

1 0
2 2n n

x x
f  

Do đó 
  

  
  

2

0
2

n

n

x
f  tức     0,f x x  

Như vậy không thể tồn tại hai số ;a b   mà     . 0f a f b . 

 

Câu 21. Cho          
2003

, y cos 2 cos
2

f x x y a x y  với ,a . 

Chứng minh rằng       
2 2

min , max , 2003.f x y f x y   

Lời giải 

Ta có  
  

  
 

2003
0,0 ; 2

2 2 2
f f  

Nên      
    

     
  

2003
max , max 0,0 , , ,

2 2 2
f x y f f x y    

2 2003
max ,

2
f x y    

Ta lại có 
      

            
   

2003 2003
; .sin , ; .sin

4 4 2 4 4 2
f a f a   

Nên 
      

       
   

2003
; ;

4 4 4 4 2
f f .  

Suy ra    
        

          
    

2003
min , min ; , ; ,

4 4 4 4 2
f x y f f x y  

    
2 2003

min , .
2

f x y  

Do đó       
2 2

min , max , 2003.f x y f x y  
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Câu 22. Cho hàm số  


  
2 1

, 0.
2

x
f x x

x
  

Giả sử   0f x x  và         *
1 , 0n nf x f f x n x .  

Chứng minh 
 

  2
1

1
, 1,0,1 1

1

1

n

n
n

f x
n x

f x x
f
x



      
 

 
 

 

Lời giải 

Đặt          
  

2 21
1 1

2

n n

np x x x  và            
  

2 21
1 1 , ,

2

n n

nq x x x x y  

Ta có: 

     

     

 
 

 








 


  

     



2 2
1

1

0
0

0

2 , ,

, 0
1

n n n

n n n

p x p x q x

q x p x q x x y

p xx
f x x x

q x

  

Giả sử  
 

 


k
k

k

p x
f x

q x
 

 
 

 
 

   

   

 

 






 
 

 
   

2

2 2
1

1

1

1

2
2.

k

k k k k
k

k k k k

k

p x

q x p x q x p x
f x

p x p x q x q x

q x

 

Do đó   
 

 
    , , 0n

n

n

p x
f x n x

q x
  

Ta có     , 1,0,1n x  thì có: 

 

 

       

       










        
      
        
      

1

1

2 2 2 2 1

2 2 2 2 1
1

1 1 1 1

1 1 1 1

n n n n

n n n n

n

n

x x x xf x

f x x x x x
 

   

   

   

   
  

           
       

 
 

1 1

2
2 2

2 2

2 2 1 2 2 1 2

1 1 2 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1

1

n n
n n

n n n n n

x x x x

x x x x x
f
x

 

Câu 23. Cho hàm số  * * *:f  là hàm số thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau: 

i)   1,1 2f   

ii)         *1, , , ,f m n f m n m m n   

iii)         *, 1 , , ,f m n f m n n m n   

Tìm tất cả các cặp số  ,p q  sao cho   , 2019.f p q   

Doãn Quang Tiến 

Lời giải 

Áp dụng điều kiện ii) ta có: 
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             
 

            
1

, 1, 1 2, 2 1 ... 1,
2

p p
f p q f p q p f p q p p f q  

   
 

 
     

         
1 1 1

1, 1 1 ... 1,1 2019,
2 2 2

p p q q p p
f q q f  áp dụng điều kiện 

iii) 

Từ điều kiện i) ta có   1,1 4f  nên từ đẳng thức trên ta suy ra: 

 
       

   
  

   
     

 
       

1 1 1 1
1,1 2 2019

2 2 2 2

1 1
2017 1 2.2017

2 2

q q p p q q p p
f

p p q q
p q p q

 

Vì 2017  là số nguyên tố và        1p q p q  nên có thể xảy ra các trường hợp sau: 

Trường hợp 1.   1p q  và   1 4034p q  thì từ đó ta được:  2018, 2017.p q   

Trường hợp 2.   2p q  và   1 2017p q  thì từ đó ta được:  1010, 1008.p q   

Vậy tất cả các cặp số  ,p q  sao cho   , 2019p q  là:      , 2018,2017 , 1010,1008 .p q   

 

Câu 24. Tìm tất cả các hàm số :f  thỏa mãn các điều kiện sau: 

i)     20 ,f x x n   

ii)    f x f y  chia hết cho x y  với mọi  , ,x y x y  

Lời giải 

Ta sẽ phải xét hai trường hợp dưới đây. 

Trường hợp 1. f  là hàm số hằng. 

Giả sử     const,f x c c  là hằng số thuộc .   

Cho  0x  thì từ i) ta suy ra:       0 0 0 0 0.f f  Vậy     0, .f x x   

Trường hợp 2. f  không là hàm số hằng. 

Vì   0 0f  nên khi cho  0y  thì từ điều kiện ii) ta được:     , \ 0 .x f x x   

Với  1x  thì từ điều kiện i) ta suy ra:   1 0f  hoặc   1 1.f   

Khả năng 1.   1 0.f   

Cho  1y  thì từ điều kiện ii) ta suy ra:        1 , \ 1 .x f x x   

Mà ta đã có     , \ 0x f x x  và   , 1 1x x   

Nên             21 1x x f x x x x x f x  

Mặt khác ta có 
 

 

 



2f x x

x f x

 

 

  
 



2

2

f x x x

f x x
 

Ta loại trường hợp    2f x x  vì    1 1 0.f   
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Vậy trong khả năng 1 này chỉ có hàm số      2 ,f x x x x  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Khả năng 2.   1 1.f   

Khi     , \ 0x f x x  và        1 , \ 1x f x x  thì ta lấy k  tùy ý sao cho    ,f k mk

với m  tùy ý 

Từ điều kiện ii) có                         1 1 1 1 1 1 1k mk k mk mk m m k m  

Mà từ điều kiện i) ta được       2 2f k k mk k m k  

Mặt khác ta lại có 
   

 

  
     

 

1 1
1 1

1 0

k m
k m k m

m
 

Do đó  1 0m  nên suy ra:  1m  hoặc  .m k   

Vậy từ đó ta được     2 ,f x x x  hoặc     , .f x x x   

Thử lại thì thấy các hàm số này thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Vậy tất cả các hàm số thỏa mãn đề bài là 

             2 20, , , , .f x f x x f x x f x x x x  

 

Câu 25. Tìm tất cả các hàm số  * *:f  mà tập     * 0x x  thỏa mãn: 

     
 
 

     


*2 , ,  1
f xy

f x f y xyf xy x y
f x y

 

Lời giải 

Ta sẽ giải bài toán này thông qua ba bước sau đây. 

Bước 1. Ta sẽ chứng minh   1 1.f   

Thật vậy, cho  1y  vào  1  và đặt   1f a  thì ta được 

   
 

 
 

 

   
      

  
2 1  2

1 1 2

f x f x
f x a xf x f x

f x x f x a
 

Từ đó ta suy ra            
  


2

1
1 1 142 ,  3 ,  4  *

54 4 5 4 7 5 4
4

a
f f f

a a a aa

 

Mặt khác, ta cho   2x y  vào  1  thì ta được    
 

 
  

4
2 2 8 4 1

4

f
f f

f
 

Mà từ  *  ta suy ra       
  2

1 1
2. 8. 1 1 1 1.

4 7 5 4
a f

a a
  

Từ đây ta xong bước 1. 

Bước 2. Ta sẽ chứng minh  
 

   
     

 2
, 1,  3

2 1

f x
f x n n

n nx f x
  

Ta sẽ dùng phương pháp quy nạp để chứng minh khẳng định này. 
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Từ  2  suy ra  3  đúng khi  1.n  Giả sử đúng đến  .n k   

Thì ta có  
 

    


  

   
1

1 2 1

f x k
f x k

x k f x k
 

 

   

    

   

 

      

 
 
      
 
  
 

2

2

2

2 1

1 2 1 2 1 1
1

2 1

f x

k kx f x f x

x k f x k k x f x

k kx f x

 

Từ đây theo nguyên lý quy nạp ta suy ra điều phải chứng minh. 

Vậy khẳng định ở bước 2 được chứng minh. 

Vậy từ đó ta suy ra  
 

     
  

  
22

1 1
1

2 1 1 1

f
f n

n n f n
 hay      

2

1
, 1,f n n

n
  

Bước 3. Ta sẽ chứng minh:  
 

     
   

 
 

2

2

1 1
, 1,  4

1
f n n
n

n

  

Thật vậy, trong  3  ta thay 
1

x
n

 thì được 

 

 
 

     
     
 

2

1

1

1
2 1

f
n

f n
n

n f
n

 

Tiếp theo, ta thay 
1

y
x

 vào  1  thì được  
 

   
    
 

1 1
2

1
f x f

x
f x

x

 

Vậy  
 

      
        
   

21 1 1
2 2

1 1
f n f n

n
f n f

n n

 

Mà ta có:    2

1
f n

n
 nên suy ra: 

 
 

 

21
.f n

n
  

Nên từ đây bước 3 được chứng minh hoàn toàn. 

Thử lại thì thấy hàm số này thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Vậy tất cả các hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán là      *

2

1
, .f n n

n
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Câu 26. Cho hàm  :f  là một hàm số thỏa mãn với mọi  1n  thì có một số 

nguyên tố p  là ước của n  sao cho:      
 

   
 

 1
n

f n f p f
p

 và  

       2018 2019 20203 5 7 2017.f f f  

Hãy tính giá trị của biểu thức        2018 2019 20202018 2019 2020G f f f  

Doãn Quang Tiến 

Lời giải 

Thay n p  vào  1  thì ta được        
 

   
1

1
2

f
f p f f p f p  

Thay n  bởi np  thì ta được       1n nf p f p f p  

Bằng phương pháp quy nạp thì ta chứng minh được. 

     
 

  
 

2
1  *

2
n n

f p f  

Thật vậy, thì  *  đúng với  1.n   

Giả sử  *  đúng với   1.n k   

Ta sẽ chứng minh  *  cũng đúng với   1n k  hay ta có 

       
   

 
   

       
   

1 1 2 12
1 1

2 2 2
k k f kk

f p f p f p f f  

Từ đây ta suy ra  *  cũng đúng trong trường hợp   1.n k   

Vậy theo nguyên lý quy nạp thì  *  đúng với mọi .n   

Khi đó thì ta suy ra 

     

     

   

  

       
        

     


    

2018 2019 20203 5 7 2017

2 2018 2 2019 2 2020
1 1 1 2017

2 2 2

6051 2
1 2017 1 .

2 3

f f f

f f f

f f

 

Từ    
2

1
3

f  và  
 


1

2

f
f p  suy ra:    

1
.'

3
f p   

Khi    
1

3
f p  thì  1  được viết lại như sau    

 
    

 

1
,  2

3

n
f n f n

p
 

Cho k  là số các thừa số nguyên tố của ,n  khi đó số lượng thừa số nguyên tố của 
 
 
 

n

p
 là 

  1 .k   

 Với  1k  thì ta chọn  2n  thì theo  2  ta được:  


  
1 1 2

2 .
3 3

f   
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 Với  2k  thì ta chọn  10 2.5n  thì theo .  2
.
 ta được: 

   
 

         
 

10 1 1 1 1 2 2
10 5 0

2 3 3 3 3 3
f f f  

 Với  3k  thì ta chọn  12 2.3.4n  thì theo  2  ta được: 

     
   

                  
   

12 1 1 6 1 1 1 1 1 1 1 1 3 2
12 6 2

2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
f f f f f  

Từ đó, bằng phương pháp quy nạp ta suy ra được: 

 



2

,
3

k
f n với k  là số các thừa số nguyên tố của   * *n  

Mà lưu ý rằng    22018 2.1009,  2019 3.673,  2020 2 .5.101.   

Do đó suy ra: 20182018  có 4036  thừa số nguyên tố, 20192019  có 4038  thừa số nguyên tố, 
20202020  có 8080  thừa số nguyên tố. 

Từ đấy theo công thức  * *  ta suy ra được: 

     
  

      2018 2019 2020 4036 2 4038 2 8080 2 16148
2018 2019 2020 .

3 3 3 3
G f f f  

Vậy từ đấy ta có kết quả của bài toán. 

Nhận xét. Một điều thú vị là khi ta thay 2017,2018,2019,2020  bằng    1, , 1, 2x x x x  thì 

ta được kết quả của    
2

1
3

f  không thay đổi. 

 

Câu 27. Tìm tất cả các hàm số * *:f  thỏa mãn: 

             3 2 2 2 2 *2 , ,f m n f m f n f m f n m n  

Lời giải 

Giả sử tồn tại hàm f  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Trường hợp 1. Nếu f  là hàm số hằng. 

Tức là     ,f n const c  với c  là hằng số thì hiển nhiên thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Trường hợp 2. Nếu f  không là hàm số hằng. 

Nếu tồn tại  *,m n  sao cho    f m f n  thì ta gọi ,a b  là hai số thỏa mãn: 

              *min , ,  1f a f b f m f n m n  

Giả sử    f a f b  thì ta có              3 2 2 32 2f b f a f b f a f b f a  

Suy ra                     2 2 2 2f b f a b f a f a b f b f a f b  

Từ đó thì ta suy ra                          2 2 2 2  2f a f b f a f b f a b f b f a b f b  

Rõ ràng thì ta thấy  2  mâu thuẫn với  1 .   
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Do đó chỉ có f  là hàm số hằng thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Vậy tất các hàm số thỏa mãn đề bài là:    const ,f n c  với c  là hằng số. 

 

Câu 28. Giả sử :f  là hàm liên tục và giảm sao cho với mọi ,x y  ta có  

            f x y f f x f y f y f x  

Chứng minh rằng    f f x x  

Lời giải 

Cho y x  ta được:           2 2 2f x f f x f f x f x  

Thay x  bằng  f x ta có                2 2 2f f x f f f x f f f x f f x  

Trừ hai phương trình trên ta suy ra: 

                     2 2 2 2f f f x f x f f f x f f x f f x f x    

Nếu    f f x x , vế trái của phương trình trên âm, do đó: 

          f f x f f x f x f x  và         f x f f x x f x  

là điều mâu thuẫn. 

Tương tự, ta cũng có điều mâu thuẫn xảy ra khi    f f x x   

Vậy    f f x x , điều phải chứng minh. 

 

Câu 29. Cho song ánh :f  . Chứng minh rằng tồn tại vô số bộ  , ,a b c  với 

, ,a b c   thỏa mãn  a b c và       2 f b f a f c  

Lời giải 

Ta xây dựng dãy  na  như sau: 

Trong các số từ 0, 1, 2,..., m chọn số 1a  sao cho         1 10;f a f i i a m  

Chọn 2 1a a sao cho      2 2, 0;f a f i i a   

Chọn  1k ka a  sao cho      , 0;k kf a f i i a  

Vậy ta có dãy    1 2 1... k ka a a a  và           1 2 1... k kf a f a f a f a  

Trong đó ia  và       0;i if a f j j a  

Vì f là song ánh nên        *
1 ,k kf a f a p p N   

Và  c  để         1 1k kf c f a p f a  

Mặt khác 
   



 

   


  

1

1 1

, 1,

, 1,

k i

k n

a a i k

f a f i i a
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Nên  1kc a
   

   
     







  
   

 

1

1

1

2
k k

k k

k

p a f a p
f a f a f c

f c f a p
  

Do cách xây dựng, dãy  na  là dãy vô hạn nên tồn tại vô số bộ  , ,a b c thỏa điều kiện đã 

nêu. 

 

Câu 30. Có bao nhiêu hàm :f * *  thoả mãn đồng thời các điều kiện sau 

a)   1 1f  

b)          
2

2 9 1 1997,f n f n f n   * .n  

Lời giải 

Gọi D  là tập hợp tất cả các hàm số f thoả mãn điều kiện bài toán.  

Theo giả thiết b) ta có  

          
2

2 1 1997f n f n f n ;  

           
2

1 3 2 1997f n f n f n  

Suy ra                       
2 2

2 1 1 ( 3 2 1997f n f n f n f n f n f n  


   

 

   

 

    
  

 

2 1 3
, * .

1 2

f n f n f n f n
n

f n f n
 

Vì vậy ta có 
   

 

   

 

   

 

   
   



1 3 2 4 2
... ...

2 3 1

f f f f f n f n

f f f n
 

Đặt 
   

 




1 3

2

f f
c

f
 1  suy ra             2 1 , * 2f n cf n f n n  

Ta chứng minh  * .c Thật vậy, nếu 
p

c
q

 với ,p q  và   , 1p q  thì từ  2  ta có 

           2 1 , *q f n f n pf n n  

Suy ra    1 , *q f n n  hay      2 2 , *q f n f n n  và  2.n  

Vì           
2 21997 2 1 .f n f n f n q  

Mà 1997  là số nguyên tố nên 2 1q  hay  1q  suy ra  *c  

Gọi   2 ,f a do  1 ta có   1 3ac f  suy ra             
2

1 3 1 3 2 1997ac f f f f  

   21 1997ac a     1998a c a  

Ta được 1998a , hay  2f  là một ước dương của 1998. 

Ngược lại với mỗi ước dương a  của 1998  ta xây dựng hàm : * *f  như sau 

  1 1;f    2f a  

              *2 1 ,f n a b f n f n n ; trong đó  
1998

* .b
a
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Ta chứng minh f thoả mãn điều kiện đề bài, nghĩa là f D . 

Thật vậy 

                  

           

           

      

           

       

       

     

2 2

2 2

2

2

1 3 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2 1 2 1

2 1 , *

f n f n f n f n a b f n f n f n

a b f n f n f n f n

f n a b f n f n f n

f n f n f n n

 

Suy ra                     
2 2

1 3 2 2 1f n f n f n f n f n f n  

... 

              
2 2

3 1 2 3 2f f f f f  

Từ đó ta có                
2 2

2 1 3 2f n f n f n f f  

                 
2 22 1 2 1a b f f f a b a a  

    1 1998 1 1997.ab  

Vậy ta được          
2

1 1 1997f n f n f n  hay f D  

Ta có tương ứng, mỗi f D  với một giá trị  2 1998f  là một song ánh giữa D  và tập các 

ước dương của 1998 .  

Do đó số phần tử của D  là:              31998 2.3 .37 1 1 3 1 1 1 16.D d d  

Vì vậy có tất cả 16 hàm số thoả mãn đề bài. 

 

Câu 31. Tìm tất cả các hàm số * *:f  sao cho. 

a)   2 2f  

b)      . .f m n f m f n với mọi  *,m n ,   , 1UCLN m n   

c)    f m f n   *, ,m n m n . 

Lời giải 

Chọn  1n  , thay vào          . . 1 1f m n f m f n f . 

Ta để ý rằng                       3 . 5 15 2 . 9 2 . 10 2 . 2 5f f f f f f f f f f . 

Vậy       3 2 . 2 4f f f . Mà      2 2 3 4f f  nên   3 3f . 

Từ đó ta tính được                    4 4, 5 5, 6 6, 7 7, 8 8, 9 9, 10 10f f f f f f f . 

Dự đoán   f n n  với   *n . 

Giả sử   f k k  với    * ,10k k n . Ta chứng minh điều khẳng định vẫn còn đúng với 

  1k n  .  

Nếu k  là số chẵn, ta xét hai trường hợp sau: 

      *2 2 1 ; ,k l l .  
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Lúc này                   2 2 1 2 2 1 2 2 1f k f l f f l l k  . 

   *2 ;k  

Lúc này                            1 1 12 2 2 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2f k f f f f k  . 

Mặt khác                 1 1 1 2 2k f k f k f k f k k  .  

Do đó       , 1 1f k k f k k . 

Nếu k  là số lẻ thì 1k   là số chẵn, ta xét hai trường hợp sau: 

       *1 2 2 1 ; ,k l l . Khi đó     0 2 ,0 2 1n l n  . 

Theo giả thiết quy nạp                     1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 1f k f l f f l l k . 

Mà                 1 1 1 1k f k f k f k k f k k . 

     *1 2 ;k . Lúc này  

                             1 1 11 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2 2 1 3f k f f f f k  

Mặt khác                     1 1 1 2 3 3k f k f k f k f k f k k  .  

Do đó            , 1 1, 2 2f k k f k k f k k . 

Theo nguyên lí quy nạp   f n n  với   *n . 

 

Câu 32. Tìm tất cả các hàm số :f thỏa mãn  

            1, ,f m n f mn f m f n m n     1  

Lời giải 

Thay   0m n  vào  1  ta được  2         20 0 1 0 1f f f  

Thay   1, 1m n  vào  1 ta lại có         1 1 1 1f f f  

Vậy   1 0f . hoặc   1 1f  

 Xét   1 1f . Thay  1n  vào  1 ta có :           1 1,f m f m f m m  

Suy ra    ( 1) 1,f m m  hay   ( ) 1,f m m . Thử lại thỏa mãn. 

 Xét   1 0f  

Thay  1n  vào  1 ta được         1 1,f m f m m   2  

Thay  1n  vào  1 ta lại được              1 1 1,f m f m f f m m        

Đặt   1a f  thì phương trình trên trở thành           1 1,f m f m af m m  3  

+ Với  2a . Nếu  1a  thì dẫn tới   1 1f (trường hợp này đã giải ở trên) 

Do đó ta xét  1a . 

Khi đó        
 

          

1 1
3 1 1 ,

2 2
f m a f m m

a a
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     
 

          

1 1
1 1 ,

2 2
f n a f n n

a a
 

     
  

          

11 1
1 1 ,

2 2

n
f n a f n

a a
 

 
 

 


 
   



1
1 1

, 4
2

n
a

f n n
a

  

Đặt  1b a     


    


11
\ 0,1 , ,

1

nb
b f n n

b
.   

Thay vào  2  ta được 




1

1

mb

b


   



11
1,

1

mb
m

b
      11 1 1m mb b b , m  

     1 1,m mb b b m          5  

Thay  2m  vào  5  ta được             
22 1

1 1 1 0 1b b b b b
b

   1b  

Từ đó suy ra  
 



 
  

1
1 1

,
2

n

f n n , hay    0f n  khi n lẻ và    1f n  khi n chẵn.  

Thử lại thỏa mãn. 

+ Với  2a  thì   1 2f  . 

Thay  1n  vào  1 ta được        1 1,f m mm f    6  

Từ   1 2f  và  6  ta dùng phương pháp quy nạp toán học thì sẽ chứng minh được  

    1,f nn n . 

Thử lại thấy thỏa mãn. Vậy các hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài là  

   
 

 


 
 

1
1

1
2

,  
1

1 , 

n

n f nf nf n  với  n . 

Câu 33. Tìm tất cả các hàm số :f  thỏa mãn   0 2f  và 

           2 2 2 , ,f x f x y f x f y x y   1  

Lời giải 

Thay   0x y  vào  1  ta được         0 2 0 2 4f f f f  

Thay  0x  và  1y  ta được          2 2 2 4 6f f f f  

Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp rằng với  x  thì    2 2  2f x x       2  

Theo trên thì  2 đúng khi  0x  . 

Giả sử  2 đúng tới   , 0x k kk .  

Thay  0,  x y k  vào  1  ta được                  2 0 2 2 1 2 1 2f f k f f k f k k  

Vậy  2  cũng đúng khi   1x k , suy ra  2  đúng với   , 0.x x  

Với   , 0,x x thay     , 2 ,x y x x  vào  1 ta được  
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      

       

     

 

 

      

       

         

       

     

    

2 0 4 2 , , 0

2 1 2 2 2 , , 0

2 1 2 2 2 2 2 , , 0

2 2 2, , 0

2 2 2, , 0

(2 ) 2 2,

f x f f x f x x x

f x f x f x x x

x x f x x x

f x x x x

f x x x Z x

f x x x Z

 

Dó đó (1)            1 2 2 2 4, ,f x f x y x y x y  3  

Ta sẽ chứng minh nếu x là số nguyên lẻ thì  f x  cũng là số nguyên lẻ. 

Thật vậy, nếu    2f x k , với k , thay   2x x k  (với x lẻ) và y k  ta được : 

          2  2 2 2 4, ,f x k f x xx k k x  lẻ 

      2 2 4, ,f x x k x x  lẻ 

     2 2 2 4, ,k x k x x  lẻ 

Do đó  4 2 4,k x  với mọi số nguyên lẻ x. 

Điều này vô lí vì 2 4x   không phải lúc nào cũng chia hết cho 4. 

Như vậy nếu x lẻ thì  f x   lẻ. 

Từ đó nếu x lẻ thì  2x y  lẻ, dẫn đến   2f x y  lẻ, do đó    2x f x y  chẵn 

Do đó         2 2 2f x f x y x f x y  .  

Kết hợp với  3  ta được            2 2 2 2 4 2 2 2,x f x y x y f x y x y  , ,x y x lẻ 

     2,f xx x   

Thử lại thỏa mãn. 

 

Câu 34. Tìm tất cả hàm số :f  sao cho           2 3, 1f f n f n n n   

Lời giải 

Giả sử tồn tại hàm số  f n  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Cho  0n , từ  1  có             0 0 3 0 3 2f f f f n  

Nếu   0 0f  thì      0 0 0f f f  mâu thuẫn  2 . Vậy   0 0f  

Nếu   0 2f  thì từ  2  ta có  

                       0 1 2 0 1 1 2 2.2 3 2 6f f f f f f f f f  

            6 1 2.1 3 1 1f f f f  

Suy ra  6f , loại. 

Như vậy   0 2f . Tương tự cũng có   0 3f .  
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Do đó   0 1f . Khi đó từ  2  ta có  

                  1 0 2 2 1 2.1 3 1 3f f f f f f f  

Ta sẽ chứng minh hàm cần tìm là      1,f n n n  bằng quy nạp toán học.  

Thật vậy. Với  0n thì     0 1 0 1f . 

Giả sử khẳng định đúng tới  ,( )n k k . Tức là:  ( ) 1f k k  

Với   1n k  ta có                      1 2 3 2 3 1 1 1f k f f k k f k k k k  

Vậy khẳng định đúng với   1n k  

Theo nguyên lý quy nạp toán học, ta có      1,f n n n . 

Thử lại hàm tìm được thỏa mãn yêu cầu bài toán.         

 

Câu 35. Chứng minh rằng tồn tại duy nhất hàm số : * *f  thỏa mãn         

            , , *f m f n n f m b m n b  i  

Lời giải 

Giả sử tồn tại hàm số  f n  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Ta chứng minh  f  là đơn ánh.  

Thật vậy, giả sử      1 2 1 2, , *f n f n n n .  

Từ  i  ta có                    1 2 1 2 1 2f m f n f m f n n f m b n f m b n n  

Vậy  f  là đơn ánh. 

Với   *n , ta có                       1 1 1 1f f f n n f f b n f b b f b f n  

         1 1f n b f n f , vì f  là đơn ánh 

          1 1f n f n f b a , với   1a f b . 

Suy ra                   1 ... 2 1 1 , *f n f n f f f b a n  

Từ đó:          , *f n b na f n na b n .  

Lúc này                   f m f n n f m b f m na b n m b a b  

        m na b a b n ma ba b         

     2 2 1 1na n a a , vì nếu  1a  thì   *f n  khi n b . 

Suy ra        , *f n n b n b .  

Thử lại hàm vừa tìm được thỏa mãn yêu cầu đề. 
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Câu 36. Hãy xác định tất cả hàm số * *:f  thỏa mãn đẳng thức:  

            1 2 . 3f n f n f n f n a  1  

Với a là số tự nhiên thỏa mãn  1a   là số nguyên tố 

Lời giải 

Giả sử phương trình có nghiệm. 

Thay n  bởi   1n  lúc đó  1  trở thành                1 2 3 4 2f n f n f n f n a   

Lấy    2 1  vế với vế ta được:                 2 3 4 2f n f n f n f n f n   3  

Thay n bởi 1 lúc này  3  trở thành:             3 1 4 5 3f f f f f   

Thay n bởi 2 lúc này  3  trở thành:             4 2 5 6 4f f f f f   

Thay n bởi 3 lúc này  3  trở thành:             5 3 6 7 5f f f f f   

Thay n bởi 4 lúc này  3  trở thành:             6 4 7 . 8 6f f f f f   

Từ đây ta đã nhận ra quy luật đặc biệt của bài toán này đó chính là nếu thay n bởi số lẻ thì 

ta luôn biểu thị được:                   3 1 4 . 6 ... 2 . 2 1 2 1f f f f f n f n f n  4  

Nếu thay n bởi các số chẵn ta sẽ được một đặc biệt khác  

                  4 2 5 7 ... 2 1 2 2 2f f f f f n f n f n   5  

 Nếu    1 3f f  thì lúc này ta sẽ lậy tức có ngay    2 1 2 1f n f n    lúc này sẽ có 

vô số số bé hơn  1f  mà  1f  là 1 số hữu hạn. Suy ra vô lí. Tức là    3 1f f  .  

Tương tự ta cũng sẽ có    4 2f f . 

 Nếu    1 3f f  và    2 4f f  lúc này    2 1 2 1f n f n   và    2 2 2f n f n   . 

Suy ra    3 1f f  và    4 2f f   sẽ có vô số ước số khác nhau (vô lí).  

Từ đó chúng ta sẽ có 3 trường hợp  

Trường hợp 1. 
   

   

   

   

3 1 2 1 2 1

4 2 2 2 2

f f f n f n

f f f n f n

     
 

    

 , lúc này 
   

   

1 2 1

2 2

f f n

f f n

 




  

Thay bởi 1 vào phương trình  1  lúc này        1 2 3 . 4f f f f a     

Mà lại có 
   

   

3 1

4 2

f f

f f





             1 2 2 . 1 1 1 2 1 1f f f f a f f a          

Mà lại có 1a  là số nguyên tố nên ta có 

 

 

 

 

 

 

1 2 2 2

2 2 1

21

2 2 12 2

f khi n k
f n

f a a khi n k

a khi n kf a
f n

khi n kf

    
  

            

  

Trường hợp 2.
   

   

1 3

2 4

f f

f f






 lúc này    1 2 1f f n   với mọi  *n  .  
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Thay vào  5  ta được 
   

           
1

2 2 2

4 2 1 2 2 2
n

f n f n

f f f f n f n


 


   

  

Lúc này    4 2f f  có vô số các ước số nguyên dương đôi một khác nhau, điều này 

không thể xảy ra nên phải có  1 1f  . 

Thay n bởi 1 vào phương trình  1  thì ta sẽ có được        1 2 3 . 4f f f f a     

Mà lại có  2 1 1f n     

         
 

  
 

1 2 1

4 2 1 2 2 2 1 1 2
2

2

n k

f f a f n f n a f n a n
x n k

 


             
 



 

Với  *x   

Trường hợp 3. Nếu 
   

   

2 4

1 3

f f

f f






 .  

Lập luận tương tự như trên     

1 2

1 1
2 1

2

khi n k

f n a n
y khi n k




   
  



  trong đó  *y . 

Câu 37. Tìm tất cả các hàm số * *:f   thỏa mãn        1 .tf n a f n an t a k      

với      ...t

t

f n f f f n  với ,  a t  là số tự nhiên tùy ý thỏa mãn  2 1 1k t a   . 

Lời giải 

Đặt   nf n n k a   . Ta sẽ chứng minh 0na   với mọi số tự nhiên dương n bất kì 

Từ giả thiết ta suy ra  

       
   1 1

1
1 1 1

t a k n t a kan
a f n an t a k f n n

a a a

    
        

  
   1  

Với 2 2n a tk    thì 

 
 

 
1

1 2 2 2 2
1

n t a k
n t a k a ak k k f n n k

a

  
             


 

Như vậy với  2 2 1n a tk f n n k         

Khi đó với 2 1 2n a kt k t      thì   1 2 2 2 2 2f n n k a kt k t a tk           lúc đó ta 

cũng có           2 1 2 1f f f f f n k f n k        

Tiếp tục làm như thế cho đến lần thứ 1t   lúc đó ta sẽ có  

      1
1 1 2 2

t
f n n t k a tk


        

Và cuối cùng               1 1
1 1

t t t
f n f f n f n k n t k

 
         

Lại có với  1n t k   thì                  1 1 1 1
t

a f n f n a f n n t k a f n          

Mà          1 1
t
f n an t a k a f n       nên bất  đẳng thức trên cho ta 
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          1 1 1 97 2 2n na n k a an t a k n t k n a              

Từ  1 ta có      
 

  
2 1

1 1 1 1 2 1 1
1 1

n n

k ttk n
a a a k n t a k a k t a

a a


             

 
  

Mà từ  2  ta có 

         1 1 1 1 1 0
1

n n n n

t
a a a k t k t a k a a t a a

a


               


 

Từ đó ta sẽ có 0na  . 

Xét với  1n t k   . Ta sẽ chứng minh phần này của bài toán bằng phương pháp quy nạp. 

Giả sự bài toán đúng đến m n  . Khi đó 

                1 2 3
1 2 3 ... 2

t t t
f n t k f n t k f n t k f n n

  
             

                  1 1 1 1 1 1 1t tf n f f n t k f n t k a n t k t a k a f n t k               

 

Theo giả thiết quy nạp ( ( 1) ) ( 2)f n t k n t k       

Do đó        1 2 2f n an a t k tk ak k an a t k n t k n k                

Vậy  f n n k  . Thử lại thấy thỏa mãn. 

 

Câu 38. Cho hàm số  :f   thỏa mãn: 

            

   

2 1 2 1 2 1 2 1 3 1 2
,

2

f n f n f n f n f n
n

f n f n

        




   

Tìm n sao cho   2009f n  . 

Lời giải 

Giả sử tồn tại hàm f thỏa mãn đề bài 

Vì   3 1 2 f n  là số nguyên dương lẻ    2 1 2 1f n f n    là số nguyên dương lẻ 

     2 1 2 2f n f n f n      

     2 1 2 1 2 1f n f n f n   
   

      

2 1 2 1 1

2 1 2 1 3 1 2

f n f n

f n f n f n

   
 

    

 

   

     
   

   

2 1 2 2 2 1 2 2

2 2 1 2 3 1 2 3

f n f n f n f n

f n f n f n f n

      
  

    

 

Ta sẽ chứng minh    1f n f n   (1) 

Với      1 1 0 2 0n f f f     

Giả sử    1f n f n   đúng tới         *( ) 0 1 2  <k k N f f f f k      

 Nếu k chẵn. Đặt  2 *k m m           1 2 1 2 2 2f k f m f m f m f k        

 Nếu k lẻ. Đặt  2 1k m m     

             1 2 2 3 1 3 2 2 2 2 1f k f m f m f m f m f m f k             

Như vậy trong mọi trường hợp khẳng định (2) đúng 
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Do đó            0 3 0 0 0, 1 2; 2 3 1 6f f f f f f      

             3 2 2 8, 13 12 2 9 3 2 74, 27 3 13 2 224f f f f f f f          

           53 9 13 2 668, 107 3 53 2 2006, 108 9 27 2016f f f f f f         

   107 2009 108f f   

Do   2009f n    0;1;2;...;107n  

 

Câu 39. Tìm tất cả các hàm số :f   thoả mãn: 

       
1 1 1

, , ,
3 3 9
f xy f xz f x f yz x y z     . 

Lời giải 

Cho 0x y z    thì           
2

21 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0

3 3 9 3 3
f f f f f

 
        

 
.                                            

 

Cho 1  x y z  thì           
2

21 1 1 1 1
1 1 1 1 0 1

3 3 9 3 3
f f f f f

 
        

 
 . 

 

Cho 0y z   thì      
2 1

0 0
3 9
f f x f  .

 

Do  
1

0
3

f   nên  
1

,
3

f x x    .                                           1  

Cho 1y z  , ta có        
1 1 1

1
3 3 9
f x f x f x f   .

 

Do  
1

1
3

f   nên   
1

,
3

f x x   .                                          2  

Từ  1 và  2 ta được  
1

,
3

f x x   . 

 

Câu 40. Cho  2n n   và hàm số :f   sao cho:  

      1 ; ,n nf x y x f x f f y x y     *  

a) Giả sử rằng  2002 0.f   Tính  2002 .f   

b) Tìm hàm số f . 

Lời giải 

a)  Từ  *  ta được 

 Với     0; ,x f y f f y y     

 Với     1; 0 : 0 0 0 0.x y f f f       

 Với        1, : 1 1 . 1x y f y f f y      

Do đó, chứng minh bằng quy nạp ta được      1 , 2f n nf n    

Từ  1  ta có                    0 1 1 1 0 1 ; 1 1f f f f f f f t f x f x f            .  

Do đó, chứng minh bằng quy nạp ta được      1 , 3f n nf n      
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Từ    2 , 3  ta được      1 , 4f n nf n     

Đặt   *p
1 ;p ,q

q
f     và ta được *n   và n  chia hết p  nên  1nf  . 

Do đó ta được             
 

 

2 2 1 0
1 1 1 1

1 1

f
f f n f n n f nf f f

f


            



. 

Do đó, từ  4  ta được  2002 1f   hay  2002 0f   (loại).  

Vậy  2002 2002f  .   

b) Từ  *  ta được      10 : , 1n ny f x x f x x      

 Nếu n  chẵn:  
 

 
 

 1 1
0 : ,

n n

n n

f x f x
x f x f x f x

x x 
      


  

 Nếu n  lẻ thì từ  *  và  1  ta được        2n nf x y f x f y     

Suy ra      
  

 

 
 1 1

0 .

n
n

n n

n n

f x f x
f x f x f x f x

xx
 

 
        


  

Do đó     ,f x f x x      

Từ  2 , chứng minh bằng quy nạp ta được     , ,n nf px pf x p x       

Có      * : n n np f px f px pf x        

Vậy      , , 3n nf px pf x p x       

Từ  3  ta có  *,
u

u v
v

     ta được 
1

1.. 1n
n

n n

u u v
f f uv f
v v v


    

     
    

  

Mà  
 11 1

1
n

n

n n n n

fu
f f v f f

v v v v

     
        

    
  

Vậy 
 

   1 1
. 1 4n

n

fu u
f u v f
v v v

 
  

 
  

Ta có  1 0f   hay  1 1f   từ  4  suy ra   0,f x x    hay   ,f x x x     

Thử lại thỏa mãn  * .  

Vậy   0,f x x    . 

 

Câu 41. Tìm tất cả các hàm số :f  thỏa mãn 

       2 3 2 3 , ,f x y z f x f y f z x y z        

Lời giải 

Đặt  , ,P u v t  là phép thế x  bởi u , y  bởi v , z  bởi t , ta có: 

    0,0,0 0 0P f     

  ,1,0P x       
2

1 1f x f x f    
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  0, ,P y z 
 

 

1 0

1 1

f

f






 

Với  1 1f  , ta chứng minh    2 1 ,f x xf x    

Giả sử điều phải chứng minh đúng đến ,x k k   :    2 1f k kf  

Ta chứng minh đúng đến 1 x k k    , thực vậy:  

             2 2 2 21 1 1 1 1 1f k f k f kf f k f        

Với  1 0f  , ta chứng minh bằng quy nạp   0f x x    

Thế vào giả thiết ban đầu, ta nhận được hai hàm thỏa đề:   0f x   và  f x x  x  . 

 

Câu 42. Cho hàm số * *:f   thỏa mãn đồng thời hai điều kiện: 

a)        , ,f ab f a b f a b  với mọi *, ,a b a b  ; trong đó    , , ,a b a b  lần lượt là bội 

chung nhỏ nhất, ước chung lớn nhất của hai số nguyên dương ,a b ; 

b)        f p q r f p f q f r      với mọi số nguyên tố , ,p q r . 

Tính giá trị của  2013f ? Kí hiệu *  là tập hợp tất cả các số nguyên dương. 

Lời giải 

Đặt    2 , 3f a f b  . Khi đó ta có các đẳng thức sau: 

       7 2 2 3 2 2 3 2f f f f a b        

       8 2 3 3 2 2 3 2f f f f a b        

         16 7 7 2 2 7 2 2 2 5 2f f f f a b a a b           

       16 2 8 2f f f a a b   . 

Do đó ta có  25 2 2 1a b a ab   . 

Mặt khác ta có các đẳng thức sau: 

         12 2 3 7 2 3 7 3 2f f f f f a b         

         212 2 6 2 2 2 3f f f a f a      

Suy ra  23 2 3 2a b a  . 

Từ    1 , 2  ta có    
2

2

5 2 2 2
... 7 7, 8 8

33 2 3

a b a ab a
f f

ba b a

    
     

  

 

Ta có 2003 là số nguyên tố nên 

           2013 2003 3 7 2003 3 7 2003 10f f f f f f          3  

           2025 2003 5 17 2003 5 17 4f f f f f       

           9 3 3 9 5 2 2 5 2 2 5 5f f f f f f          

       17 7 7 3 2 7 3 17f f f f       

Kết hợp với  4  ta được      2003 2025 22 5f f   
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Mặt khác              2025 9.9.25 9 9.25 9. 5.5.9 9 5 45f f f f f f f     

            

      

9 5 3.15 45 3 15 45 3 7 5 3

45.3 7 5 3 2025

f f f f f f

f f f

    

   
 

Do đó  2025 2025f  , kết hợp với (5) ta được  2003 2003f  .  

Do đó từ đẳng thức  3  ta được  2013 2013f  . 

 

Câu 43. Đặt    : 0,1 0,1F f   và 2.n   Tìm giá trị nhỏ nhất của c thỏa mãn điều kiện 

   
1 1

0 0

nf x dx c f x dx   

Với f F  và f  là hàm liên tục. 

Lời giải 

Ta có           
1 1 1 1

1 1

0 0 0 0
0,1n nnf x dx n y f y dy n x f x dx n f x dx x        , vậy c n . 

Với 0p  , ta chọn hàm   pf x x , khi đó: 
 1n p

c
n p





 

Do đó: 
 1

lim
p

n p
c n

p n


 


 

Vậy c n , lại có 2n   nên giá trị c cần tìm là 2. 

 

Câu 44. Tìm tất cả các hàm  : 1,1f    liên tục, thỏa mãn: 

  2

2

1

x
f x f

x

 
  

 
 , 1,1x    

Lời giải 

Đặt   2

2

1

x
g x

x



. Bài toán trở thành:     f x f g x  với mọi 1 1x   . 

Ta chứng minh bài toán nhỏ: Gọi dãy số  1n na g a  . Khi đó, với mọi giá trị dương 

10 1a  , ta có: lim 1n
n

a


  

Chứng minh. Với mọi số thực 0 1a  , ta có: 
2

2

1

a
a

a



    a g a . 

Lại có, với mọi 0 1a  , ta thấy  0 1g a  .  

Vì vậy  
1n n

a



 là dãy tăng nghiêm ngặt và có giới hạn.  

Đặt lim n
n

a L


 . Ta có:   2

2
1

1

L
L g L L

L
   


 

Do 0L   nên lim 1n
n

a


  
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Vì f  là hàm liên tục nên:    
0

lim 1 1
h

f h f


  , nói cách khác với mọi 0  luôn tồn tại   

sao cho với mọi 0 h   :    1 1f f    

Đặt 1x    , từ chứng minh trên ta có các hàm    2, , ,x g x g x   đều tiến đến 1.  

Vậy tồn tại số nguyên dương k sao cho   1kg x   . Điều này đồng nghĩa: 

    1kf g x f   

Vì     kf x f g x  nên    1f x f  , do  có thể chọn giá trị vô cùng bé, ta được:  

       1 0 1f x f f x f     với mọi 0 1x  . 

Chứng minh tương tự, ta được    1f x f   với mọi 1 0x    

Vì f  là hàm liên tục nên          
0

lim 0 1 1 0
x

f x f f f f


      

Vậy  f x c  với c là hằng số bất kỳ. 

 

Câu 45. Có thể tồn tại hay không một hàm số :f  , liên tục trên và thỏa mãn 

điều kiện: Với mọi số thực x , ta có  f x  là số hữu tỉ khi và chỉ khi  1f x   là số vô tỉ. 

Lời giải 

Giả sử tồn tại hàm số liên tục :f   thỏa mãn điều kiện: 

     : 1 \ *x f x f x       

Xét các hàm số            1 , 1g x f x f x h x f x f x       

Khi đó g  và h  là những hàm số liên tục trên . Ta có g  và h  không thể đồng thời là 

hàm hằng. Thực vậy, giả sử    1 2,g x C h x C  . Khi đó: 

   2 12 f x C C f x C     (C là hằng số) 

Vì thế với   thì    1f f C     , điều này mâu thuẫn với  * .  

Giả sử h  không là hàm hằng, không mất tính tổng quát, khi đó tồn tại 1 2 1 2, ,x x x x  sao 

cho    1 2h x h x .  

Lúc này tồn tại số hữu tỉ    1 2,r h x h x   .  

Ta có    1 2 0h x r h x r          

Lại có  h x r  là hàm liên tục với mọi x  thuộc  nên phương trình   0h x r   có 

nghiệm, tức là tồn tại 0x   sao cho  0h x r , từ đó    0 01f x f x r   .  

Mà r  nên    0 01 ,f x f x  hoặc đồng thời hữu tỉ hoặc đồng thời vô tỉ, điều này mâu 

thuẫn với  * . 

Vậy không tồn tại hàm số thỏa đề. 
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Câu 46. Tìm tất cả các hàm số :f   thỏa mãn điều kiện        f x f t f y f z    

với mọi số hữu tỉ x y z t    và , , ,x y z t  theo thứ tự lập thành cấp số cộng. 

USAJMO 2015 

Lời giải 

Do , , ,x y z t theo thứ tự lập thành cấp số cộng nên x t y z   , kết hợp với phương trình đã 

cho ta được          1f x f y z x f y f z      với mọi x y z   và x, y, z theo thứ tự 

lập thành cấp số cộng. 

Thay 0x   vào (1) ta được        0f f y z f y f z     với mọi 0 y z  . 

Đặt      0g x f x f   ta được        0 2g y z g y g z y z       

Với số nguyên dương 3n  , ta sẽ tìm cách biểu diễn  g n  theo    1 , 2g g . 

Ta có                3 1 2 , 4 3 1 2 2 1g g g g g g g g      , dùng quy nạp ta chứng minh 

được          2 2 1 3g n g n g   . 

Lấy 2 y z   là các số nguyên dương ta được: 

                       2 2 1 , 2 2 1 , 2 2 1g y g y g g z g z g g y z g y z g           , 

Thay vào  2  ta được 

                     2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 .g y z g g y g g z g g g             *  

Kết hợp với  3  ta được    1g n ng  

Ta biểu diễn  g nx  theo    , 2g x g x .  

Bằng quy nạp ta dễ dàng chứng minh          2 2 4g nx g x n g x   . 

Lấy 2 n m   là các số nguyên dương, thực hiện các thao tác như  *  ta được 

                     2 2 2 2 2 2 2 2g x m n g x g x n g x g x m g x g x g x            

Kết hợp với  4  ta được      5g nx ng x  

Vậy với ,m n  nguyên dương:        1 1
m m m

g m ng g g g x xg
n n n

   
       

   
, với x   

Do                f x f t f y f z g x g t g y g z x y z t            lập thành CSC 

Với 0x   bất kỳ, ta xét CSC 0x y z    ta được 

                         0 1 0 1 0 1 1 1g x g t g g z g x tg g zg g x g zg tg xg             

Vậy             1 , 0 1 0g x xg x f x f x f f ax b          với , ,x a b .  

Thử lại ta thấy thỏa mãn. 
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Câu 47. Giả sử ,r s  là hai số cho trước. Tìm tất cả các hàm số :f   thỏa mãn 

điều kiện      , ,f x f y f x r y s x y        

Romania 2006 

Lời giải 

Thay 0x   vào phương trình ban đầu ta được 

      , 1f f y f r y s y      

Thay y bởi  f y  thu được: 

        , ,f x f f y f x r f y s x y        

       , ,f x f r y s f x r f y s x y           

       , ,f x r y f r r s f x r f y s x y             

       , ,f x y f r r s f x f y s x y           

Đặt  a f r r s    thay vào phương trình trên ta được:  

       , , 2f x y a f x f y s x y        

Thay 0y   vào phương trình (2) ta được:        0 , 3f x a f x f s x      . 

Từ    2 , 3  ta được: 

       0 , ,f x y f s f x f y s x y         

       0 , ,f x y f f x f y x y        

           0 0 0 , ,f x y f f x f f y f x y          

Đặt      0 ,f x f g x x     và thay vào phương trình trên ta được  

       , , 4g x y g x g y x y      

Từ  4 , theo kết quả về phương trình hàm Cauchy ta được   , ,g x bx x b    

Từ cách xác định hàm số g  ta được      0 5f x bx f bx c     

Từ  5  thay lại vào phương trình ban đầu ta được: 

    , ,b x by c c b x r y s c x y           

2 , ,bx b y bc c bx y br s c x y            

2 1
1

b r s
b

b
bc c br s c

c r s

   
 

          

 

Vậy bài toán có hai nghiệm    , ,f x x r s f x x r s x         . 
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Câu 48. Tìm tất cả các hàm số :f   sao cho với tất cả các số nguyên , ,a b c  thỏa 

mãn 0a b c   , đẳng thức sau là đúng: 

                    
2 2 2

2 2 2f a f b f c f a f b f b f c f c f a      

IMO 2012 

Lời giải 

Lời giải 1. Tôn Ngọc Minh Quân 

Giả sử hàm :f   thỏa mãn điều kiện đề bài.  

Cho 0a b c   , ta được  0 0f  . 

Cho  , , 0a n b n c n     ta được    f n f n  . Đặt    1f t t  . 

Cho 2, 1, 1a b c      ta có  2 0f   hoặc  2 4f t . 

 Trường hợp 1.  2 0f    3f t   

Ta có                      
2 2 2

4 2 (2) 2 2 4 2 2 4 2 2 2 4 0f f f f f f f f f f        

Giả sử      2 0, 2 1 1f i f i t i k      

          
2 2 2

2 2 2 2 2 20 0f k f k f f k       

Ta có                 
2 2 2

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 3f k f k f f f k f k f t          

Vậy    2 0, 2 1 ,f i f i t i N        2 0, 2 1 ,f i f i t i       

 Trường hợp 2.    2 4 , 0f t t t    

Ta có                     
2 2 2

3 2 1 2 1 2 2 1 3 2 2 3f f f f f f f f f      

Suy ra  3f t  hoặc  3 9f t  

a)  3 9f t ,  2 4f t ,  1f t . Ta chứng minh   2 *,f n n t n    

Thật vậy mệnh đề đúng với 1,2,3n  . Giả sử mệnh đề đúng đến 3n   

Ta có                     
2 2 2

1 1 2 1 2 1 1 2 1f n f n f f f n f f n f n f n         

        
22 2 2 21 2 1 1 1 0f n t n f n t n         

   
2

1 1f n t n     hoặc    
2

1 1f n t n    

Giả sử      
2

1 1 1f n t n f n      

Ta có                    
2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1f n f f n f f n f f n f n           

         
2

2 2 2 1 1f f f n f n      

   
2 22 2 216 8 .2 1 16 16 1t t n t t t n      . 

Đó là điều vô lý (vì 3n  ). 

Vậy    2 * 2, ,f n n t n f n n t n        

b)        3 , 0 0, 1 , 2 4f t f f t f t     
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                    
2 2 2

4 2 2 2 2 2 2 2 ( 4 ) 2 2 4f f f f f f f f f      

 4 0f   hoặc  4 16f t  

Giả sử  4 16f t . Ta có                     
2 2 2

4 3 1 2 1 4 2 3 4 2 1 3f f f f f f f f f      

2 2 2 2 2256 2 32 32 2t t t t t      2192 0t   (vô lý).  

Vậy  4 0f  .  

Ta có             
2 2 2

5 4 1 2 1 5f f f f f    (5) (1)f f t   , 

            
2 2 2

6 4 2 2 2 6f f f f f       6 2 4f f t   , 

            
2 2 2

7 4 3 2 3 7f f f f f    (7) (3)f f t   , 

        
2 2 2

8 4 4 0f f f     8 0f   

Bằng phương pháp quy nạp toán học ta chứng minh được 

 4 1f i t   i N  ;  4 3f i t   i   

 4 0f i   i N  ;  4 2 4f i t   i   

Thật vậy giả sử          4 0, 4 1 , 4 2 4 , 4 3f k f k t f k t f k t k N         

Ta có                     
2 2 2

4 1 4 1 2 1 4 2 4 4 1 2 1 4 1f k f k f f f k f k f k f f k         

   4 1 1f k f    

                    
2 2 2

4 2 4 2 2 2 4 2 4 4 2 2 2 4 2f k f k f f f k f k f k f f k         

   4 2 2 4f k f t     

                    
2 2 2

4 3 4 3 2 3 4 2 4 4 3 2 3 4 3f k f k f f f k f k f k f f k         

   4 3 3f k f t     

                    
2 2 2

4 4 4 4 2 4 4 2 4 4 4 2 4 4 4f k f k f f f k f k f k f f k         

   4 4 4 0f k f    . 

Suy ra          4 0, 4 1 , 4 2 4 , 4 3 , 0f i f i t f i t f i t t t i            

Ngược lại, giả sử hàm :f   thỏa mãn      2 0, 2 1f i f i t t     với mọi i  

Giả sử , , , 0a b c a b c    . Suy ra trong 3 số a,b,c có ít nhất một số chẵn 

+) Nếu a,b,c cùng chẵn thì       0f a f b f c    

                    
2 2 2

2 2 2f a f b f c f a f b f b f c f c f a       

+) Nếu a  chẵn và b,c lẻ thì   0f a  ,    f b f c t   

        
2 2 2 22f a f b f c t     

             22 2f a f b f a f c f b f c t    

                   
2 22

( ) 2 2 2f a f b f c f a f b f b f c f c f a       
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Tương tự nếu b  chẵn a,c lẻ hoặc c  chẵn a,b lẻ thì ta cũng có: 

                    
2 2 2

2 2 2f a f b f c f a f b f b f c f c f a      

Vậy hàm :f   sao cho  2 0f i  ,    2 1f i t t    với mọi i  thỏa mãn điều 

kiện đề bài. 

 Xét hàm số :f   thỏa mãn    2 , 0f n n t t t n      

Giả sử , ,a b c  thỏa mãn 0a b c    

Ta có      2 2 2, ,f a a t f b b t f c c t    

Suy ra           
2 2 2 4 4 4 2f a f b f c a b c t      

Có 2 2 20 2 2 2a b c a b c ab bc ca           

 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 4 4 4 8a b c a b b c a c a b b c a c abc a b c             

4 4 4 2 2 2 2 2 22 2 2a b c a b b c a c       

        
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2f a f b f c a b t b c t a c t       

           2 2 2f a f b f b f c f c f a    

Vậy hàm :f   sao cho    2 , 0f n n t t t n      thỏa mãn đề bài. 

 Xét hàm :f   thỏa mãn 

         4 1 , 4 2 4 , 4 3 , 4 0 , 0f i t f i t f i t f i t t i            

Giả sử , ,a b c  sao cho 0a b c    

+ Nếu    4 0 mod 4a i i b c      

+ Nếu b,c đều chia hết cho 4 thì       0f a f b f c    

                     
2 2 2

2 2 2 0f a f b f c f a f b f b f c f c f a        

+ Nếu  2 mod 4b   và  2 mod 4c   thì      0, 4 , 4f a f b t f c t    

        
2 2 2 232f a f b f c t     

            22 2 2 32f a f b f b f c f c f a t    

                    
2 2 2

2 2 2f a f b f c f a f b f b f c f c f a       

+ Nếu  1 mod 4b   và  3 mod 4c   thì    ,f b t f c t   

        
2 2 2 22f a f b f c t     

            22 2 2 2f a f b f b f c f c f a t    

                    
2 2 2

2 2 2f a f b f c f a f b f b f c f c f a       

+ Nếu  1 mod 4a  ,  0 mod 4b   và  3 mod 4c  , tương tự như trên ta cũng có: 

                    
2 2 2

2 2 2f a f b f c f a f b f b f c f c f a      

+ Nếu 1( mod 4)a  ,  3 mod 4b   và  0 mod 4c  , tương tự như trên ta cũng có: 
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                    
2 2 2

2 2 2f a f b f c f a f b f b f c f c f a      

+ Nếu  1 mod 4a  ,  2 mod 4b   và  1 mod 4c   

     , 4 ,f a t f b t f c t          
2 2 2 2( ) ( ) ( ) 18f a f b f c t     

            2 2 2 22 2 2 8 8 2 18f a f b f b f c f c f a t t t t       

                    
2 2 2

2 2 2f a f b f c f a f b f b f c f c f a       

+ Nếu  1 mod 4a  ,  1 mod 4b   và  2 mod 4c  , tương tự như trên ta cũng có: 

                    
2 2 2

2 2 2f a f b f c f a f b f b f c f c f a      

+ Nếu  2 mod 4a  ,  0 mod 4b   và  2 mod 4c   hoặc  2 mod 4a  ,  1 mod 4b   và 

 1 mod 4c  ; hoặc  3 mod 4a  ,  0 mod 4b   và  1 mod 4c  hoặc  3 mod 4a  , 

 1 mod 4b   và  0 mod 4c  , tương tự như trên ta cũng có: 

                    
2 2 2

2 2 2f a f b f c f a f b f b f c f c f a      

+ Nếu  3 mod 4a  ,  3 mod 4b  ,  2 mod 4c  thì      , 4f a f b t f c t    

        
2 2 2 218f a f b f c t    ;             22 2 2 18f a f b f b f c f c f a t    

                    
2 2 2

2 2 ( ) 2f a f b f c f a f b f b f c f c f a       

Vậy tất cả các hàm :f   thỏa mãn đề bài là: 

:f  :      2 0, 2 1f i f i t t i       

:f  :    2 , 0f n n t t t n      

:f  :          4 0, 4 1 , 4 2 4 , 4 3 , 0f i f i t f i t f i t t t i           . 

Cách 2.  

Thay 0a b c    vào phương trình ban đầu ta được: 

                       
2 2 2 2 2

0 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 3 0 6 0 0 0f f f f f f f f f f f f        
 

Thay , 0b a c    vào phương trình ban đầu ta được: 

                 
2 2 2

0 2 2 0 2 0f a f a f f a f a f a f f f a         

                    
2 2 2 2

2 2 0f a f a f a f a f a f a f a f a f a f a              

Ta có thể viết lại phương trình ban đầu dưới dạng:  

             
22

2 0f c f c f a f b f a f b      

     
              

2 2
2 4 4

2

f a f b f a f b f a f b
f c f c f a b

    
     

 

         2f a b f a f b f a f b    
 

Nếu   0f b  :         modf a b f a f a b    

Trường hợp 1.    1 0 0f f x x    . 
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Trường hợp 2.  1 0,f   ta có            2 1 1 2 1 1 2 0f f f f f f      or    2 4 1f f  

Ta xét hai trường hợp nhỏ: 

Trường hợp 2.1:          1 0, 2 0 mod 2 (1)f f f x f x f x f       nếu x  lẻ và   0f x   

nếu x  chẵn. 

Trường hợp 2.2:                1 0, 2 4 1 3 2 1 2 2 1f f f f f f f f       

           3 5 1 4 1 3 1 9 1f f f f f f      

 Nếu          1 0, 2 4 1 , 3 1f f f f f   : 

         4 1 3 2 1 3f f f f f     và          4 2 2 2 2 2f f f f f    

   4 1f f   hoặc 0 và    4 16 1f f  hoặc 0 

     4 0 mod 4 .f f x f x     

 Nếu          1 0, 2 4 1 , 3 9 1f f f f f   : 

           4 1 3 1 3 2 1 3 16 (1)f f f f f f f        hoặc 4  1f  

và          4 2 2 2 2 16 1f f f f f     hoặc    0. 4 16 1f f   

 Nếu 4x  , khi đó     21f x f x  

Dùng quy nạp, ta chứng minh:     21f x f x x   

 Nếu . x m ., khi đó     21f x f x x  , đúng với một số giá trị m . 

Giả sử điều phải chứng minh đúng với m k :  

            
2

1 1 2 1 1 1f k f k f f k f f k        hoặc   
2

1 1f k   

Và             
2

1 1 2 2 1 2 1 1f k f k f f k f f k         hoặc   
2

1 3f k   

    
2

1 1 1f k f k   . 

Vậy điều phải chứng minh đúng với 1m k  .  

Vì nó vẫn đúng với 4m  , theo quy nạp toán học ta có thể kết luận     21f x f x x  . 

 

Câu 49. Tìm tất cả các hàm , : f g    có đạo hàm trên   thỏa mãn 

 
 

'
g x

f x
x

   ;  
 

'
f x

g x
x

   x    

Lời giải 

Ta có              . ' ' 'x f x g x x f x g x f x g x        

   
    0, 0

g x f x
x f x g x x

x x

 
        

 
 

     0x f x g x a x           f x g x 
a

x
  0x    1  



 

Chinh phục olympic toán| 59  

Phương trình hàm trên tập rời rạc 
CH

IN
H

 P
H

ỤC
 O

LY
M

PI
C 

TO
ÁN

 
  

Tương tự ta có 
   

' 0, 0
f x g x

x
x

 
   

 
     , 0f x g x bx x      0x     2  

Từ    1 , 2   
1

2

a
f x bx

x

 
  

 
;  

1
, 0, ,

2

a
g x bx x a b

x

 
     

 
 

 

Câu 50. Tìm tất cả các hàm * :f    có đạo hàm trên *
  thỏa mãn 

      *,f xy f x f y x y      1  

Lời giải 

Lấy đạo hàm hai vế  1  lần lượt theo biến ,x y ta có 

    *' ' ,yf xy f x x y     

    *' ' ,xf xy f y x y     

   . ' . 'x f x y f y   *,x y    

. '( )x f x a   *x     .lnf x a x b    *x R   

Thử lại 0b  . 

Vậy   .lnf x a x  *x   . 

Câu 51. Tìm tất cả các hàm :f   thỏa mãn 

          1f f n n b n     

trong đó b  là số nguyên dương chẵn. 

Lời giải 

Giả sử f  thỏa mãn đề bài. Dễ thấy f  đơn ánh 

Trong  1  thay n  bởi  f n  ta được     f f f n f n b      

Suy ra       f n b f n b n      

Vậy nếu ,0 1m qb r r b      thì         1f m f qb r f q b r b f r qb         

Bây giờ ta chỉ cần xác định hàm f  trên tập  0,1,2,..., 1A b  . 

Xét x A , đặt  f x y  thì  f y x b   

Giả sử y qb r   thì    f y f r qb   suy ra   2x b f r qb qb x b b        nên 0q   

hoặc 1q  . 

Do đó nếu x A  thì 

i)    , ,f x r b r A f r x     

ii)    , ,f x r r A f r x b     

Vậy hàm f  được xác định như sau 

   

 

 
i i

i i

f qb r qb f r

f a b

f b a b

   





 

với    i ia b A  . 
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Câu 52. Tìm tất cả các hàm :f    thỏa mãn: 

i)        ,f xf y yf x x y      1  

ii)  lim 0
x

f x


  

IMO 1983 

Lời giải 

Thế 1x   ta được     1f f y yf  

Nếu     ,f a f b  thì          1 1af f f a f f b bf a b      vì  1f  tiến tới số nguyên 

dương. Vì vậy hàm f  đơn ánh.  

Thế x y  ta được     ( )f xf x xf x  

Vậy  xf x  là điểm bất động của hàm f .  

Khi đó, thay 1y   thu được       1 1 1f xf f x f    vì x  khác 0 nên 1 là điểm bất 

động của hàm f. Ta chứng minh 1 là điểm bất động duy nhất của hàm f . 

Giả sử tồn tại a,b là điểm bất động của f , ta có  f a a  và  f b b .  

Khi đó, thế ,x a y b   vào  i  ta được       f ab f af b bf a ab    

Suy ra ab  cũng là điểm bất động của f .  

Thế 
1

,x y a
a

   thu được    
1 1 1 1 1

1 1f f a f f a af f
a a a a a

       
              

       
 

Vậy 
1

a
 là điểm bất động của f .  

Nếu  f a a  với 1a  , khi đó  nf a  là điểm bất động của f , mâu thuẫn  ii  

Nếu  f a a  với 0 1a  , khi đó 
1 1
n n

f
a a

 
 

 
 là điểm bất động của f , mâu thuẫn  ii  

Từ các kết quả trên ta thu được điểm bất động duy nhất là 1, suy ra    
1

1xf x f a
x

   . 

Câu 53. Chứng minh rằng tồn tại song ánh :f    sao cho 

         3 4    ,f mn m n f m f n f m f n m n         

IMO Shortlist 1996 

Lời giải 

Xét hàm : 3 1 4 1g      thỏa mãn:  
1

4 1
3

x
g x f

 
  

 
 thì ta có g  là song ánh và 

       3 1 3 1 3 1 3 1    ,g m n g m g n m n        . 

Thật vậy         3 1 3 1 3 3 1 4 3 1g m n g mn m n f mn m n           

                  4 4 1 4 1 4 1 3 1 3 1f m f n f m f n f m f n g m g n           

Vậy với mọi , 3 1x y   , ta có      .g xy g x g y  
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Như thế, ta chỉ cần chỉ ra một song ánh g  là đủ, vì khi đó  
 3 1 1

4

g x
f x

 
  thỏa mãn 

đề bài. 

Xét 1 2,P P  là tập các số nguyên tố dạng 3 1, 3 2k k   tương ứng và 1 2,Q Q  là tập các số 

nguyên tố dạng 4 1, 4 3k k   tương ứng, ta xét song ánh 1 2 1 2:h P P Q Q    
Sao cho    1 1 2 2,h P Q h P Q   và xác định g  như sau: 

  1 1g   

 nguyên tố thì    ig n h p  

Rõ ràng song ánh g  như vậy thỏa mãn đề bài. 

 

Câu 54. Tìm tất cả các hàm :f   thỏa: 

        3 2 6 ,f f f n f f n f n n n      

Lời giải 

Đặt       ...k
ka f n f f f n   (lặp k lần).  

Ta lặp được dãy 1 2 33 2 6k k k ka a a a      với mọi n 

Xét tập  0 1 2, , ,...S a a a  vì đây là tập các số nguyên dương nên sẽ tồn tại một phần tử có 

giá trị nhỏ nhất. Đặt j  là số sao cho ja  là giá trị nhỏ nhất trong tập S .  

Ta có bất đẳng thức 1 2 33 2 6 6k k k k ja a a a a       

Đẳng thức xảy ra khi 1 2k k k ja a a a     

Lại có khi đặt 3k j   thì đẳng thức xảy ra, vậy ta có 1 2 3j j j ja a a a     .  

Tịnh tiến giá trị ta thu được k ja a  với mọi k j . 

Thực hiện tương tự cho tịnh tiến lùi, lưu ý rằng 3 2 13 2

6
k k k

k

a a a
a    
 , ta thu được k ja a  

với mọi k j . Vậy k ja a  với mọi 0k  . 

Từ chứng minh trên dẫn đến 1 0a a  hay  f n n  , n  . 

 

Câu 55. Tìm tất cả các hàm số    : 0; 0;f     thỏa mãn điều kiện: 

            ,  0;     1f f x yf yf x x y     

Lời giải 

Với mọi  0;t  , ta chọn tùy ý một 0x  cố định và  0u f x ,  0v tf x  thì 
 

 

f u
t

f v
  

Ta thay trong  1  y  bởi 
 
1

f y
 ta có   

 
 

 
1

 
f x

f f x f
f y f y

 
   

 
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Hay 
 

 
      .    2

f x
f f y f f x
f y

 
  

 
 

Trong  1 , thay y  bởi 
 

1
 

f x
ta được   

 
     

1
1    0;       3f f x f x

f x
     

Từ    2 , 3  suy ra 
 

 
 

 
 

1 .    
f yf x

f f
f y f x

 
  

 
 

Do đó
 

 
 

 

 
1 .

f u f v
f f
f v f u

 
  

 
 

Do vậy,      
1

1 .    0;f t f t
t

    . 

Thử lại, hàm cần tìm là       0;
a

f x x
x

     ở đó 0a   là hằng số. 

 

Câu 56. Chứng minh rằng tồn tại duy nhất một hàm số f  xác định trên tập các số thực 

dương, nhận giá trị thực dương và thỏa mãn     6 .f f x x f x   

Putnam 1988  

Lời giải 

Với mỗi số thực dương 0x  cố định, ta xây dựng dãy  
1n n

f


 như sau: 

    1 0 2 0 1 0, , .n nf x f f x f f f x    

Khi đó, từ đẳng thức ở giả thiết ta suy ra dãy  
1n n

f


 thỏa mãn phương trình truy hồi 

2 16 ,n n nf f f    

Hay 2 1 6 0.n n nf f f     

Đến đây, giải phương trình đặc trưng của dãy  
1n n

f


, ta được hai nghiệm là 2 và 3 .  

Do đó,  2 3 ,
nn

nf a b      trong đó, các hằng số a, b tìm được phụ thuộc vào 1 2,f f .  

Tuy nhiên, nếu 0b  , thì tồn tại nđủ lớn sao cho 0nf   (ta có thể thấy được dễ dàng bằng 

cách chọn n  chẵn đủ lớn nếu 0b  , và chọn n  lẻ đủ lớn nếu 0b  ).  

Do vậy, 0b  . Thành ra 2nnf a   

Suy ra     3 2
0 0.2 , .2f f x a f x a  , thay hai giá trị này vào đẳng thức  

    0 0 06f f x x f x   

Ta được 02a x . Dẫn đến  0 02f x x  

Và vì điều này đúng với mọi 0x dương nên   2 , 0f x x x   . 
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Câu 57. Hàm số :f   thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau: 

      

      

     

: ,                    1

: 2 2 ,         2

: 0 1                                      3

i f f n n n

ii f f n n n

iii f

  

    



 

Tìm giá trị    1995 , 2007f f   

Olympic Ukraine 1995 

Lời giải 

Cũng nhận xét và lý luận như các ví dụ trước, ta đưa đến  f n  phải có dạng:  f n an b   

Khi đó điều kiện  i  trở thành: 2 ,a n ab b n n      

Đồng nhất các hệ số, ta được 
2 1 11

0 00

a aa

b bab b

     
   

    
 

Với 
1

0

a

b





 ta được  f n n . Trường hợp này loại vì không thỏa mãn  ii  

Với 
1

0

a

b

 



 ta được  f n n b    

Từ điều kiện  iii  cho 0n   ta được 1b   

Vậy    1 4f n n    

Hiển nhiên hàm số này thỏa mãn điều kiện bài toán. 

Ta phải chứng minh   1f n n    là hàm duy nhất thỏa mãn điều kiện bài toán 

Thật vậy giả sử tồn tại hàm  g n  khác  f n  cũng thỏa mãn điều kiện bài toán. 

Từ  iii  suy ra    0 0 1f g   

Từ  iii  suy ra    1 1 0f g   

Sử dụng điều kiện    ,i ii  ta nhận được      2 2g g n g g n    n   

Dno đó         2 2g g g n g g g n    n   

Hay    2 2g n g n    n   

Giả sử 0n  là số tự nhiên bé nhất làm cho     0 0 5f n g n  

Do  f n  cũng thỏa mãn  4  nên ta có 

       

   
0 0 0 0

0 0

2 2 2 2

2 2

g n g n f n f n

g n f n

      

   
 

Mâu thuẫn với điều kiện n0 là số tự nhiên bé nhất thỏa mãn  5  

Vậy    f n g n , n   

Chứng minh tương tự ta cũng được    f n g n  với mọi n nguyên âm. 



 

64 | Tạp chí và tư liệu toán học 

Bồi dưỡng học sinh giỏi 

TẠ
P 

CH
Í V

À 
TƯ

 L
IỆ

U 
TO

ÁN
 H

ỌC
 

  

Vậy   1f n n   là nghiệm duy nhất. 

Từ đó tính được    1995 , 2007f f  . 

 

Câu 58. Tìm  : 0,1f   thỏa mãn: 

         , , 0,1f xyz xf x yf y zf z x y z      

Lời giải 

Chọn x y z   ta được     3 3f x xf x  

Thay , ,x y z  bởi 2x  ta được    6 2 23f x x f x  

Mặt khác          6 2 3 2 2 3 3. .f x f x x x xf x x f x x f x     

Hay        2 2 2 2 43 3x f x xf x x f x x f x    

     2 2 42 3x f x xf x x f x      2
33 1

,
2

f x f
x

x x


     

Thay x  bởi 3x  ta được    
9

6 33 1
,

2

x
f x f x x


       

9
2 2 3 1

3 3 ,
2

x
x f x xf x x


     

     
3 9

2 3 1 3 1
3 3 , 0, 0

2 2

x x
x f x xf x x f x x

 
         

Vậy   0f x   với mọi  0;1x . 

 

Câu 59. Tìm tất cả các hàm f  xác định trên  và thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau: 

         

 

2 2 3 ,

1 1

f n f k n f k n f n f k k n

f

    




 

Lời giải 

Cho 0k n           2 22 0 2 0 3 0 0 0 0 2f f f f f         

Nếu   00f   chọn 0n   ta được:  2 0f k   do đó   0f k   với mọi k 

Chọn 1k   ta được  1 0f   mâu thuẫn với giả thiết. 

Vậy  0 2f    

Chọn 1n   ta được phương trình          2 1 1 2 1 3 1 ,f f k f k f f k k      

     2 1 2 1 3 ,f k f k f k k       

Đặt  kx f k ta có phương trình sai phân 1 12 3 2 0k k kx x x     

Phương trình đặc trưng là 2 1
2 3 2 0 2

2
            

Vậy   1 2

1
2

2

n

nf n c c
 

   
 

. 
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Ta tìm 1 2,c c  từ điều kiện    0 2, 1 1f f   . 

Dễ tìm được 1 20, 2c c    

Vậy  
1

2
2

n

f n
 

   
 

. 

 

Câu 60. Tìm tất cả các hàm số * *:f   thỏa mãn đồng thời hai điều kiện sau: 

  

   

* *

*

2 ,  ,
 

1 ,  

f f n n k n k

f n f n n

     


   

 

Lời giải 

Giả sử có hàm f  thoả mãn các điều kiện    1 , 2 . 

Ta chúng minh hàm f  là một đơn ánh.  

Thật vậy, với mọi *,m n và m n , nếu có    f m f n  thì do  1 suy ra 

      2 2f f m f f n m k n k m n        (vô lý) 

Suy ra f  là đơn ánh. Do  2    1f n f n    với mọi *n  suy ra 

   1 1f n f n    với mọi *n  

        1 1 1f f n f f n f f n       với mọi *n  

     1 1f f n f f n     với mọi *n  

1 2 1 2n k n k       với mọi *n  

     1 1f f n f f n     với mọi *n  

   1 1f n f n     với mọi *n  ( do f  là đơn ánh) 

   1 1f n f n     với mọi *2 ;  n n   

Truy hồi ta được 

   1 1f n n f    với mọi *n  

       1 1 2 2 1f f n f n f n f        với mọi *n  

 2 2 2 1n k n f      với mọi *n  

 1 1f k    với mọi *n  

Suy ra   1 1f n n k     với mọi *n  f n n k    với mọi *n  

Thử lại  f n n k   với mọi *n  thỏa mãn các điều kiện    1 , 2  

Vậy các hàm f  cần tìm thỏa mãn đề bài là  f n n k   với *n . 
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Câu 61. Tìm tất cả các hàm số :f   thỏa mãn đồng thời hai điều kiện sau: 

 

  

2013  2016 

4,

f

f f n n n




   

 

Lời giải 

Giả sử có hàm f  thoả mãn các điều kiện    1 , 2 . 

Từ điều kiện  1  ta dễ dàng chứng minh được f  là một đơn ánh. 

Từ  1  ta suy ra      4f f f n f n   với mọi n  

   4 4f n f n     với mọi n  (3) 

Với 4n k r   với k ;  0,1,2,3r  

Từ  3  ta suy ra    4 4 4f k r k f r     với mọi k  

 Tính  1f . Do 2013 4.503 1   nên      2013 2012 1 2016 1 4f f f      

 Tính  0f . Ta có       0 4 1 0 1f f f f     (do f  là đơn ánh) 

 Tính  2f  và  3f . Giả sử  2 4f m r   với m  và  0,1,2,3r  

Do  1  mà ta có   2 6 2 4f f          2 4 4 6f f f m r m f r      ;  

Mà   0f r  0m   hoặc 1m   

+ Với 0m  , thì   6f r   và       2 2f f f r f r    

+ Với 1m  , thì   2f r   và  2 4f r   

Trường hợp 1. Xét 0m    
 

    

6

2  0,1, 2, 3

f r

f r r




 

 

+ Với 0r   thì 
 

 

0 6

2 0       

f

f





vô lý do  0 1f   

+ Với 1r   thì 
 

 

1 6

2 1       

f

f






vô lý do  1 4f   

+ Với 2r   thì 
 

 

2 6

2 2       

f

f





vô lý 

+ Với 2r   thì 
 

 

2 6

3 2       

f

f





vô lý 

Vậy khi 0m   ta có        0 1; 1 2; 2 3; 3 6f f f f     

Trường hợp 2. Xét 1m    
 

    

2

2 4 0,1, 2,3

f r

f r r




  

 

+ Với 0r   thì  0 2f   vô lý do  0 1f   

+ Với 1r   thì  1 2f   vô lý do  1 4f   
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+ Với 2r   thì 
 

 

2 2

2 6       

f

f





vô lý 

+ Với 2r   thì 
 

 

2 7

3 2       

f

f





vô lý 

Vậy khi m =1 ta có        0 1; 1 4; 2 7; 3 2f f f f     

Suy ra  

 

 

 

 

1  , n  0 mod 4

3  , n  1 mod 4

5  , n  2 mod 4

1  , n  3 mod 4

n

n
f n

n

n

 


 
 

 
  

 

Thử lại:  f n  thỏa mãn đồng thời các điều kiện (1) và (2) nên  f n là các hàm cần tìm. 

 

Câu 62. Tìm tất cả các hàm số *:f   thỏa mãn điều kiện sau: 

         1  1 . 3 , 1f n f n f n f n n        

Lời giải 

Giả sử có hàm f  thoả mãn các điều kiện  1 . 

Ta lập dãy  na  với mỗi n  ta đặt  na f n  khi đó  1  trở thành 

2 1 3 ,n n n na a a a n        2  

Thay 2n n   trong phương trình  2  ta được 2 4 3 5 ,n n n na a a a n         3  

Trừ từng vế của    2 , 3  ta được  4 3 5 1 ,n n n n na a a a a n        . 

Thay n  lần lượt bởi 0,1,2,3,......  ta có 

 

 

 

4 0 3 5 1

5 1 4 6 2

6 2 5 7 3

. . . . . . . . . . . . . . . . 

a a a a a

a a a a a

a a a a a

  


  


  



 

Suy ra  4 0 3 4 5 2 4..... n n na a a a a a a a    , .n    4  

Ta chứng minh rằng 4n na a  , n     4f n f n   , .n    5  

Hay f  là hàm tuần hoàn với chu kỳ 4. 

Thật vậy. Giả sử tồn tại số *
0n  mà 

0 04 0;n na a n n    

Do *
na   với n   nên 

0 04 1n na a    suy ra 

 
0 0 0 04 0 3 4 5 2 4 3 4 5 2..... .....n n n na a a a a a a a a a a a       

Do 2 1 3n n n na a a a     với n  , nên với 4 số liên tiếp 
0 0 0 01 1 2, , ,n n n na a a a    phải có ít nhất 

một số lớn hơn 1. 

Do đó khi n  thì 
03 4 5 2..... na a a a    suy ra 

0 04n na a     (vô lý) 
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Suy ra 4 0 40 0n na a a a      với n     4f n f n    với  0,1,2,3r trong đó f  

là hàm tuần hoàn chu kỳ 4.  

Hàm f  được xác định khi ta tính được        0 1 2 30 ; 1 ; 2 ; 3f a f a f a f a     bởi vì từ 

 2  ta có 0 2 3 4 0 2 1 3

1 3 4 2 0 2 0 2 1 3

a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

    
 

     
 

Mặt khác 
    

    
0 2 0 2 0 2

1 3 1 3 1 3

1 1 1

1 1 1

a a a a a a

a a a a a a

     


     

 

Suy ra      0 2 1 31 1 1 1 2a a a a        6  

Do đó có các khả năng xảy ra. 

Khả năng 1.
  

  
0 2 1 1 0 0

3 3 2 21 3

1 1 0 2  v a 3 1  v a 5

3  v a 2 1  v a 51 1 2

a a a a

a aa a

       
   

       

 

Suy ra                    0 1 2 30 ; 1 ; 2 ; 3 ; ; ; 1;2;5;3 , 1;3;5;2 , 5;2;1;3 , 5;3;1; 2f f f f a a a a   

Ta tìm được 4 hàm cần tìm với  f n  với  f n  xác định bởi  

 

   

   

   

   

0 , 0 mod 4

1 , 1 mod 4

2 , 2 mod 4

3 , 3 mod 4

f n

f n
f n

f n

f n





 


 

  7  

đều thỏa mà điều kiện 1. 

Khả năng 2. 
  

  
0 2

1 3

1 1 1

1 1 0

a a

a a

  


  
   0 1 2 3 0 1 2 32 ; ; ; 2;2;2;2a a a a a a a a        

Suy ra ( ) 2f n   với mọi n  

Khả năng 3. 
  

  
0 2

1 3

1 1 2

1 1 0

a a

a a

  


  

 

Lập luận tương tự như khả năng 1 ta được 

                   0 1 2 30 ; 1 ; 2 ; 3 ; ; ; 2;1;3;5 , 3;1;2;5 , 2;5;3;1 , 3;5;2; 1f f f f a a a a   

Ta được 4 hàm  f n cần tìm và cả 4 hàm đều thỏa mãn điều kiện  1 .  

Với  f n  xác định bởi  7 .  

Vậy có 9 hàm f  thỏa mãn là nghiệm của phương trình  1 .  

 

Câu 63. Tìm tất cả các hàm :f    thỏa mãn: 

      f x f y f x y f y     

Lời giải 

Ta để ý rằng:               f a f b f c fa f b c f c f a b c f b f c            
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Thế y bởi  y f z  ta được:  

              2f x f y f z f x f y z f z f x y z f y z f z             

Và              f x y f z f y f z f x y z f z f y z f z            

Thu được:      2f x y z f x y z f z       với mọi , , 0x y z   

Với giá trị của y , ta chọn x  sao cho  ,x y f y , từ đó ta có kết quả     2f f y f y  

Thế y x  vào phương trình ban đầu       2f x f x f x f x    

Dễ nhận thấy  f x x , vì vậy:              2 , 2f x f f x f x f x f f x f x     

Theo phương trình hàm Cauchy, ta được   2f x x  với mọi x  . 

 

Câu 64. Tìm số nguyên dương m  nhỏ nhất sao cho tồn tại hàm số  *: \ 1;0;1f    

           thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau 

           i)        2015 , 1 2016 ;f m f f m f    

ii)  
 

 

1
, 1,2,....

1

f n
f n m n

f n


  


 

Lời giải 

Ta có  
 

    *1
2 4 ,f n m f n m f n n

f n
         

Với 1m  , ta  có         *4 4 , ,f n f n f n k f n k n        

Ta có  
 

 
 

 
*11

2 ; 1 ,
1

f n
f n f n n

f n f n


      


 

       
 

1
1 2015 4.503 3 3

1
f f f f

f
      : vô lý. 

  Với 2m  , ta có         *8 8 , ,f n f n f n k f n n k        

  và  
 

 
 

 
*11

4 ; 2 ,
1

f n
f n f n n

f n f n


      


 

  Ta có        
 

1
2 2015 251.8 7 7 ;

3
f f f f

f
       

       
 

   
 

 
  

2

1
3 2016 251.8 8 8

4

2 1
2 4 2 1

2 1

f f f f
f

f
f f f

f

     


     



 

Điều mâu thuẫn trên dẫn đến 3.m   

  Với 3,m   ta xây dựng được vô số hàm f  thỏa yêu cầu bài toán như sau 
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  Cho  \ 1;0;1a  , đặt      
1 1

1 ; 2 ; 3 ;
1

a
f a f f

a a


   


và  

 

 

1
3 , 1

1

f n
f n n

f n


   


 

  Khi đó, chứng minh quy nạp thì hàm số xác định trên * và     *\ 1;0;1 ,f n n     

  Hơn nữa theo chứng minh trên  
 

1
6f n

f n
   ,     *12 , ,f n k f n n k     

Khi đó      
 

 

 
 

1 21 1
2015 167.12 11 11 3

5 1 2

f
f f f f

f f a


        


 

     
 

 

 
 

1 31 1
2016 167.12 12 12 4

6 1 3 1

f a
f f f f

f f a

 
       

 
 

Vậy hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

 

Câu 65. Xác định hàm số  f x  liên tục   thỏa mãn đồng thời các điều kiện: 

    2 2f x f x  với mọi x  ,  1  

          3 21 1f x xf f x e x e f x    với mọi x  ,  2  

      1 1 1f e e f   ,  3  

  f k  là số nguyên dương với mọi số nguyên dương k ,  4  

Lời giải 

Với ,a b   và    f a f b , suy ra          3 31 1f a f bf a e f b e   . Do đó 

           3 31 1f a f bf f a e f f b e    

Hay        2 21 1a ba e f a b e f b   . Vì     0f a f b   nên ta suy ra    2 21 1a ba e b e   . 

Xét hàm số    2 1xh x x e   trên  , ta có     21' 2 0x xh x e x ex      với mọi x   .  

Do đó hàm số     2 1xh x x e  đồng biến trên  . 

 Do đó từ    2 21 1a ba e b e   , ta suy ra    h a h b  hay a b . 

Vậy  f x  là đơn ánh. Kết hợp với  f x  liên tục ta suy ra  f x  là hàm đơn điệu thực sự. 

Mặt khác, theo giả thiết      2 2 1 1f f f   nên ta suy ra  f x  là hàm tăng thực sự trên 

tập  . 

Từ  2  ta cho 1x   thì          13 1 1 1 1ff f e e f   .  

Kết hợp với  3  ta suy ra        13 1 1 1ff f e f e   . 

Vì  f x  là hàm tăng thực sự trên   nên ta suy ra     13 1 1 1ff e e   . 

Xét hàm số    3 1xg x x e   trên  , ta có    2 33 0' 1x xg x e x ex      với mọi x   .  

Do đó hàm số    3 1xg x x e  đồng biến trên  .  
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Do đó từ     13 1 1 1ff e e   , ta suy ra     1 1g f g  hay  1 1f  . 

Vì    2 2f x f x  với mọi x   và  1 1f    nên theo quy nạp ta có  2 2n nf   với mọi 

số tự nhiên n . 

Với mọi số tự nhiên n , ta có  

         1 12 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2n n n n n n n nf f f f f             

Vì điều kiện  4  nên      2 1 , 2 2 , , 2 2 1n n n nf f f      đều là các số nguyên dương.  

Do đó ta suy ra      2 1 2 1, 2 2 2 2, , 2 2 1 2 2 1n n n n n n n nf f f            . 

Vậy  f n n  với mọi số nguyên dương n . 

Từ    2 2f x f x  với mọi x  . Ta suy ra    2 2n nf x f x  với mọi x  .  

Cho với mọi 
2n
m

x   với  mọi ,m n  là số nguyên dương ta suy ra   2
2

n

n

m
f m f

 
  

 
.  

Do đó 2  hay 
2 2 2

n

n n n

m m m
m f f

   
    

   
 mọi số nguyên dương ,m n . 

Với mỗi x   tùy ý cho trước đều tồn tại dãy số  kq , kq  có dạng 
2n
m

 hội tụ đến x  .  

Vì  f x  là hàm liên tục nên      lim lim limk k k
k k k

x q f q f q f x
  

     

Thử lại ta thấy hàm số  f x x  thỏa mãn mọi điều kiện của bài ra. 

 

Câu 66. Tìm tất cả các hàm :f   thỏa mãn đồng thời hai điều kiện sau: 

 Với mọi cặp a, b nguyên dương không nguyên tố cùng nhau, có 

     .f a f b f ab   

 Với mọi bộ a, b nguyên dương tồn tại một tam giác không suy biến có độ dài ba 

cạnh là    ,f a f b  và  1f a b   . 

Lời giải 

Từ điều kiện  2 , với mọi bộ a, b nguyên dương, ta có 

     

     

     

1 ;

1 ;

1 ;

f a f b f a b

f a f a b f b

f a b f b f a

   


   


   

 

 

Nếu        
2

2: 4 2 ;2 2 3 .a b f f f f     

Nếu      a 3;b 2 : 2 3 4f f f     

Ta có              
2

2 4 2 3 2 2 2 3 2f f f f f f f         2 1 or 2 2.f f    

Nếu  2 1f  . Do      2 2 1 1 1.f f f     
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Quy nạp chứng minh   1f n   với mọi n  nguyên dương. 

Cho        , 2 : 1 2 2 1 1a n b f n f n f f n         . 

Nếu  2 2f   , bằng quy nạp chứng minh được        12 2 . 2 .... 2 2
kk k kf f f f    . 

Do          4 2 3 2 2 3 3f f f f f      

Quy nạp chứng minh   , 2f n n n    

Cho        1, 2 : 1 2 1 .a n b f n f n f n f n n            

Lấy r  là số nguyên lớn nhất sao cho 2 r  không vượt quá n . 

Nếu 2r n   thì theo chứng minh trên có  f n n . 

Nếu 2  rn s    với 1 2rs  . 

Với 2 ; 2 1.r ra n s b s      Ta có  

       2 1 2 1 2 1 2 2 1 1r r r r rf s s f n f s f s s                

         1 12 2 1 2 2 1 2 1 1r r r r rf n f f s s s n f n n                 

Vậy   , 2f n n n   . 

Do    1 2 2 4f f    nên  1f  bằng 1, 2  hoặc 3 . 

Vậy   1f n   với mọi n nguyên dương hoặc   , 2f n n n   ;    1 1;2;3f  . 

 

Câu 67. Tìm các hàm số  : 1;f    thoả mãn điều kiện:       

       f x f y y x f xy    với mọi , 1x y   1  

Lời giải 

Với mọi t > 1, thay      ; ; 2 , ; 4x y t t  và  2 ;2t  vào  1 ta được:  

       

       

       

2 2 2

4 4 4

2 2 2 2 4

f t f t f t

f t f t f t

f t f t f t

  


  


  

         4 3 2 2 5 4 , 1f t f t t f t t         2  

Lấy    
5 1

4 2
2 2

t f f    

Thay vào  2 ta được      
5

2 2 5 4
2

t f t t f t
 
   

 
 

Do đó với mọi  
 25

1, 4
2 2

f
t t f t

t
     

Từ   1 ta có        
 2 2

4 4 4
f

f t f t f t
t

     với 
5

1, .
2

t t   

Với 
5

2
t  , từ  1  thay 

5
, 2

2
x y   ta có: 
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   
   4 2 2 25 1

2 5
52 2 5
2

f f
f f f
 

    
 

  
 2 2

, 1
f

f t t
t

     

Đặt    2 2
c

c f f x
x

    với 1x  . 

Thử lại thỏa mãn điều kiện  1 . 

Vậy hàm số cần tìm là  
c

f x
x

 . 

 

Câu 68. Tìm tất cả các hàm * *:f   thỏa mãn đẳng thức: 

    2 2 2 22 2f f m f n m n   , với mọi *, .m n  

Lời giải 

Nếu *
1 2,m m   sao cho    1 2f m f m  

          2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 22 2 2 2f f m f n f f m f n m n m n       , 

Suy ra 1 2m m  hay f  là đơn ánh. 

Từ đó        
2 22 2 2 2 2 22 2 2 2f m f n f p f q m n p q        1  

Dế thấy với mọi * , 3n n   ta có        
2 2 2 2

2 2 1 2 2 1n n n n        2  

Chú ý. Điều này vẫn đúng nếu ta nhân cả 2 vế với cùng một thừa số 

Đặt    21 3 3f a f a   . Theo  1 suy ra: 

         
2 2 2 2 22 2 2 2 25 2 3 2 3 3 3 27f a f a f a f a f a      

Vì phương trình 2 22 27x y   chỉ có nghiệm nguyên dương là    ;  3, 3x y  hoặc  5,1  

nên ta có    2 21, 5 5f a f a  . 

Cũng từ  1  ta có        
2 2 2 22 2 2 22 4 2 2 5 24f a f a f a f a    . 

Vì phương trình 2 2 12x y   chỉ có nghiệm nguyên dương là  ,x y là  4, 2  nên  

   2 24 4, 2 2f a f a   

Từ  1 ta có           
2 2 2 22 2 2 24 2 3 2 1f k a f k a f k a f ka      , suy ra từ khai triển 

 2  

Vì vậy theo các kết quả trên và phép quy nạp ta suy ra  2f ka k , với mọi k là số  nguyên 

dương. Do đó    3 1f a a f   mà f  đơn ánh nên 3 1 1a a   .  

Vậy  f n n  với mọi n nguyên dương. Thử lại thỏa mãn bài toán. 
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Câu 69. Tìm tất cả các số nguyên không âm n  sao cho tồn tại một hàm  : 0;f    

khác hằng thỏa mãn đồng thời 2 điều kiện sau 

i)       , ,f xy f x f y x y    

ii)         2 22 0;1;2;...; .,y f x f y x yf x n     

Lời giải 

Với a  bất kì, bằng cách thay *;k kx y a   vào i) được 

       12 2 0;1;2;...;
k k

f a f f a n 
 

  1  

 Nếu  2 0f   thì      2 0;1;2;...; 0
k

f a n f a    

 Nếu  2 0f   thì ta thấy   0f a   hoặc   1f a  . 

Thật vậy, nếu   1f a   thì bằng cách cho k  , ta thấy      2 2 1
k k

f a f f a    
 

. 

Nên  1  không thể xảy ra, còn nếu  0 1f a   thì với k đủ lớn ta có  

     2 012
k k

f a f f a  
 

  

Nên  1 cũng không thể xảy ra.  

Thành thử, ta đã chứng minh được với mọi a  thì   0f a   hoặc   1f a  . 

Từ đó suy ra        2 22 0;1;2 ; ,f x x yy f x f y     
 

    2  

Do đó, 2.n   

Nếu 0,n   thì      2 2 ;2 ,y f x fx x yyf      .  

Vì f  khác hằng nên tồn tại 0x   sao cho  0 0f x  .  

Khi đó        0 0 1 1 1f x f x f f   . 

Do f  khác hằng nên tồn tại 1x   sao cho  1 1f x  .  

Từ i), ta có        10 0 0 0f f x f f     

Bây giờ, sử dụng  2  ta được      2 22 2 1 0 1 0 1f f f     . 

Điều vô lí này chứng tỏ 0n   không thỏa mãn. 

 Nếu 1n   thì hàm số  
0

1 0

0 if
f x

i

x

xf






 


. 

Thỏa mãn đề bài. Do đó 1n   thỏa mãn đề bài. 

 Nếu 2n  thì  ta thấy không thể tồn tại 2 số  , ; , 1pp q q   sao cho  2 2 0f p q  . 

Thật vậy, nếu trái lại, thì ,x y   ta có 

           2 22 2 2 2 2 2 2 20 f p q f x y f p q x y f xp yq xq yp           
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Kết hợp với  2  suy ra     0.xp yq xp yf qf    Thế nhưng, do  , 1p q   nên tồn tại 

,x y  để 1.xp yq   Do đó  1 0.f xp yq    

Điều vô lí này chứng tỏ    2 2 1; , ; , 1.y x yf yx x      

Bây giờ, ta xét hàm số  

0

1

p
if

f x
p x

if
q x

x

q x

 
 
  





 , trong đó ,p q  là 2 số nguyên tố phân biệt có 

dạng 4 3.k   Ta sẽ chứng minh hàm  f x  xây dựng như trên thỏa mãn 2 điều kiện: 

i)       , ,f xy f x f y x y    

ii)         2 22 0;1;2;...; .,y f x f y x yf x n     

 Kiểm tra điều kiện i) 

Nếu 
p xy

q xy





 thì hiển nhiên      0f xy f x f y  . 

Nếu 
x

pq y

pq



 thì      1f xy f x f y   

 Kiểm tra điều kiện ii) 

Vì    0;1f x   nên         2 22 0; 2, 1;y f x f y x yf x      

Dễ thấy 

     

     

     

2

2 2

1 1

2 2

2

1

0 0

2

0 0

f f p

f p q f p

f p

f q

f f f

  

   

 

 











  nên         2 22 0; 2, 1;y f x f y x yf x      

Vậy , 21n n   là tất cả các giá trị thỏa mãn đề bài. 

 

Câu 70. Tìm tất cả các hàm số : * *f   thoả mãn điều kiện: 

          
3

2 2 2 2 *2 . . , ,f m n f m f n f n f m m n      

Lời giải 

Giả sử tồn tại hàm số f  thỏa mãn các yêu cầu của đề bài.  

Nếu  f n c , với c  là hằng số thì hiển nhiên thỏa mãn điều kiện của bài toán. 

Nếu tồn tại  *,m n  sao cho    f m f n  thì ta gọi ,a b  là 2 số thỏa mãn  

        *min , ,f a f b f m f n m n      1  

Giả sử    f a f b . Ta có            3 2 2 32 . . 2f b f a f b f b f a f a    . 

Vậy              2 2 2 2f b f a b f a f a b f b f a f b        . 
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Từ đó                2 2 2 2f a f b f a f b f a b f b f a b f b            2  

Rõ ràng  2  mâu thuẫn với  1 . 

Do đó  f n c , với c là hằng số là tất cả các hàm cần tìm. 

 

Câu 71. Tìm tất cả các hàm số :f   thoả mãn điều kiện: 

  0f c  

  
 

 

3 1
1 , *

3

f n
f n n

f n


   


 1  

Lời giải 

Từ  1  ta có  
 

 

 

 

1
tan

3 61
1

1 1 tan
63

f n f n
f n

f n f n


 

  


 

  
 

 

0 tan
61

1 0 tan
6

f
f

f









 

Do đó ta đặt  0 tanf c    thì  1 tan
6

f
 

   
 

 

 
 

 

tan tan1 tan
26 662 tan
61 1 tan 1 tan tan

6 6 6

f
f

f

                        
 

 

Ta chứng minh quy nạp công thức   tan ,
6

f n n
 

    
 

  2   

Thật vậy, với 0,1,2n   công thức  2  đúng. 

Giả sử   tan
6

n
f n

 
   

 
 

Ta có  
 

 
 

tan tantan
6 661 tan 1

61 tan 1 tan tan
6 6 6

n
f n

f n n

f n

                          
 

  

Hay  2  đúng với 1.n   

Nghiệm của bài toán là   tan ,
6

f n n
 

    
 

. 

Câu 72. Tìm tất cả các hàm số :f   thỏa: 

      2 2 ,f a f b f f a b a b      

International Mathematical Olympiad 2019 

Lời giải –  Trần Bá Đạt 

Lần lượt thay 0, 0a b   ta được: 
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      0 2f f b f f b  ,       2 2 0 ,f a f f f a   với ,a b  

Do đó      2 2 0 ,f a f a f   với mọi a  

Thay vào phương trình đề bài ta được         2 2 0f a f b f f f a b     

Cho 0,a b a b    trong phương trình trên ta được:       0 2f f a b f f a b     

Do đó:        0f a f b f a b f     

Đặt      0g x f x f   suy ra        g a g b g a b g x cx      hay  f x cx d x    . 

Thay vào phương trình ban đầu và cân bằng hệ số cho a b  ta thu được: 0c d   hoặc 

2c  . 

Vậy 0f   hoặc   2f x x d  . 

 

Câu 73. Có tồn tại hay không hàm số :f   sao cho  

      , , 1f m f n f m n m n      

Lời giải 

Giả sử tồn tại hàm f  thoả mãn đề bài.  

Từ  1 cho 0m   ta có     0f f n f n    2 . 

Với 1 2,n n   mà    1 2f n f n  thì      1 2f f n f f n  

Từ  2 suy ra    1 20 0 ,f n f n    do đó 1 2n n  nên f  là đơn ánh. 

Cho 0n   từ  1 ta có       0 0f m f f m m f m      

Từ đó ta được  0 0f    thay vào  2 có    ,f f n n n      3 . 

Từ  1 thay m  bằng  f m  và áp dụng  3 ta được      .f f m f n m n     

Xét , , ,m n p q  là các số nguyên sao cho ,m n p q    khi đó  

         f f m f n m n p q f f p f q          

Theo chứng minh trên f  là đơn ánh, nên suy ra        f m f n f q f p    

Do đó với mọi n  ta có  

               1 1 1 1f n f n f n f n f n f n f n f n            

               1 1 ... 2 1 1 0f n f n f n f n f f f            

Nên   f n  là một cấp số cộng với số hạng đầu là  1 0 0U f   và công sai  1d f  suy 

ra   1 1 , 0.nf n U U nd nd n       

Ta xét với hai số 0, 0n m   sao cho 0m nd   thay vào  1  được 

          f m f n f m nd f m n f m nd md n m nd d md n              

Từ đó có 2 1d   , điều này vô lý do vậy không tồn tại hàm f  thoả mãn yêu cầu của đề bài. 
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Câu 74. Cho hàm số :f   là hàm số thỏa mãn các điều kiện sau: 

i)       , ,f mn f m f n m n     

ii)  m n  là ước của    f m f n  với mọi ,m n   

Chứng minh rằng tồn tại một số tự nhiên lẻ k  sao cho   , .kf n n n     

India National Olympiad 2018 

Lời giải 

Gọi  ,P x y  là phép thế ,m x n y   vào điều kiện i) 

và  ,Q x y  là phép thế ,m x n y   vào điều kiện ii)  

Thế  1,1P  thì ta được        1.1 1 1 1 1f f f f    vì f    

Thế  2, 2Q  thì ta được: 

            2 2 2 2 2 2 2 2 , , 2, 1kf f f f q k q        

Giả sử ta xét với 1q   thì tồn tại một số nguyên tố p  sao cho p q  suy ra p  là một số 

nguyên tố lẻ. 

Từ    2 2 , , 2, 1kf q k q    nên ta suy ra:  2 .p f   

Thế 
1

2,
2

p
P

 
 
 

 thì ta được    
1 1

2. 1 2
2 2

p p
f f p f f
      

      
    

 

Từ  2p f  nên ta suy ra:  1 .p f p    

Thế  1, 1Q p   thì ta được: 

           1 1 1 1 1 1 1 1 1p f f p p f f p p f p p            

Điều này là hoàn toàn vô lý, do đó ta phải có  1 2 2 .kq f     

Thế  2,1Q  thì ta được: 

         2 1 2 1 3 2 1 2 1 0 mod 3 1 1 0 mod 3
kk kf f k             phải là số lẻ. 

Từ điều kiện i) thì ta được: 

       2.2...2 2 2 ... 2 2 .2 ...2 ,k k kf f f f  trong đó m  lần số 2  

   2 2 2 .
mm k kmf    

Từ đây, ta thế  , 2mQ n  thì ta được: 

       2 2 2 2  1m m m kmn f n f n f n      

Mà ta biết rằng:    k kx y x y   khi k  là số lẻ. 

Từ đó ta suy ra: 

   2 2  2
km k mn n   

Từ  1  và  2  thì ta được: 
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        2 2 2 , 2 ,  3m km k km m kn f n n m n f n n m            

Khi đó, với m  là một số tự nhiên đủ lớn thì  3  xảy ra khi:  

  , ,kf n n n k    là số tự nhiên lẻ. 

Vậy từ đây ta suy ra được điều phải chứng minh. 

 

Câu 75. Tìm tất cả các hàm số * *:f   thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau: 

i)    0 0, 1 1f f    

ii)      0 1 2 ...f f f     

iii)      2 2 2 2 *, ,f x y f x f y x y        

Baltic MO 

Lời giải 

Ta có: 

                 2 2 2 2 2 2 2 22 1 1 1 1 2,  5 1 2 1 2 5,...,  n nf f f f f f f f f x x            

Ở đây 2
0 11, 1,n nx x x n      

Hiển nhiên thì ta có: lim n
x

x


    

Từ đây suy ra nếu    1f m f m   thì: 

            

   

2 2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 , 1,2 2

f m f m f f m f m f m

f m k f m k m

           

      
 

Quy nạp lên thì ta có tồn tại vô hạn số m  sao cho    2 2 1 , 1,2 2f m k f m k m       

Ta chọn m  đủ lớn sao cho tồn tại n  để 2 2
1, 1, 2 2n na a m m m

        

Khi đó thì 1n na a   điều này hoàn toàn vô lý nên suy ra f  là hàm số tăng thực sự. 

Từ đó thì hiển nhiên ta có:   *, ,f n n n   thử lại thì thấy thỏa mãn. 

Vậy tất cả các hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán là   *, .f n n n    

 

Câu 76. Tìm tất cả các hàm số :f   thỏa mãm các điều kiện sau: 

i) Nếu a b  thì    f a f b   

ii)        2 2 , ,f ab f a b f a f b a b        

Mathlinks Contest 

Lời giải 

Trước hết, ta có một nhận xét nhỏ sau đây. 

Nếu  f x  là một nghiệm hàm thì  f x c  cũng là một nghiệm hàm thỏa mãn yêu cầu bài 

toán. 
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Do đó ta có thể giả sử rằng  1 0.f   Chú ý rằng từ 1 n  thì   0, .f n n     

Ta sẽ giải bài toán này thông qua các bước sau đây. 

 Bước 1. Từ        1.1 1 1 1 1f f f f     suy ra    2 1f f  hoặc  2 0.f    

 Bước 2. Gọi n  là số nguyên sao cho 1  là số chính phương modulo .n  Do đó tồn tại 

số a  thỏa mãn: 2 1 .a kn     

Suy ra: 

             2 21 1 1 1 0f a f a f a f f a f kn f          

Nhưng      2 1f n f kn f a    và    1f n f  nên    1 0.f n f     

Do đó nếu tồn tại u  sao cho  2 1 modu n   thì   0.f n    

 Bước 3. Từ bước 2 dễ thấy   0f p   với mọi p  là số nguyên tố và  1 mod 4 .p    

 Bước 4. Giả sử     0f a f b   và       0f ab f a f b    thì  2 2 0,f a b  vô lý. 

Do đó nếu     0f a f b   thì   0.f ab    

 Bước 5. Gọi ,a b  là hai số nguyên thỏa mãn  , 1,a b  khi đó gọi p  là một ước của 

2 2a b  thì ta có:  2 2 0 mod .a b p   

Mà ta có một bổ đề quen thuộc sau. Nếu p  là một số nguyên tố có dạng 4 3k   thì với mọi 

bộ số ,a b  thỏa mãn 2 2p a b thì ta sẽ có p a  và .p b   

Vì  , 1a b   nên nếu 2 2p a b thì p  chỉ có dạng 4 1.k    

Từ bước 4 thì ta có:  
2 2a b  là tích của các số nguyên tố ip  thỏa mãn   0if p   nên  2 2 0.f a b   

Mà từ        2 2 , ,f ab f a b f a f b a b       ta có        , 1 .a b f ab f a f b      

 Bước 6. Cho a bc  vào phương trình đã cho thì ta được: 

        2 2 2 1f b c f b c f bc f b     

Nhưng do     2 2 1f b f b c   và    2f bc f b c  

Do đó thì ta có:      2  *f bc f b c   

Thế 1c   vào  *  thì được:    2 .f b f b   

Thế c b  vào  *  thì được:    2 3 .f b f b   

Từ đấy, bằng phép quy nạp thì ta được     , 1kf b f b k    

 Bước 7. Sử dụng bước 5 và bước 6 thì ta có: 

   in
i if p f p  ở đây ip  là các số nguyên tố 

Xét hàm số  f x  xác định bởi: 

*    1 0, 2 0f f    
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*   0f p   với các số nguyên tố p  sao cho  1 mod 4p   và 2.p    

*   0pf p a   với mọi số nguyên tố p  còn lại, ở đây pa  là các số nguyên không dương. 

*    in
i if p f p  ở đây ip  là các số nguyên tố. 

Ta có thể chứng minh  f x  thỏa mãn các điều kiện: 

Hiển nhiên nếu a b  thì     .f a f b   

       1.1 1 1 1 1 0f f f f      

       2.1 1 1f a f a f a f     

Ta có mọi ước nguyên tố p  của 2 1a   đều thỏa mãn  1 mod 4 .p   

Với hai số nguyên , 1a b   bất kì, ta gọi: 

ip  là các ước nguyên tố của a  không chia hết cho .b   

iq  là các ước nguyên tố của b  không chia hết cho .a   

ir  là các ước nguyên tố của a  và .b   

     i if a f p f r     

     i if b f q f r     

       i i if ab f p f q f r       

     2 2 ,i if a b f r f s    ở đây is  là các ước nguyên tố của 
   

2 2

.
, ,

a b
A

a b a b

   
       
   

  

Nhưng tương tự bước 5 ta có: 

Các ước nguyên tố của A  là các số nguyên tố thỏa mãn  1 mod 4is   và do đó   0.f A    

Suy ra    2 2
if a b f r   

Hay ta có        2 2 , ,f ab f a b f a f b a b       

Và ta có nghiệm của phương trình hàm là: 

Cho M  là một số nguyên, hàm f  được xác định như sau: 

*  1f M   

*  2f M   

*  f p M  với mọi số nguyên tố p  thỏa mãn  1 mod 4 .p    

*   pf p M a   với mọi số nguyên tố p  còn lại, ở đây pa  là các số nguyên không dương. 

*     in
i if p M f p M    ở đây ip  là các số nguyên tố. 
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Câu 77. Tồn tại hay không hàm số  : 1, 2,...,f n   thỏa mãn điều kiện: 

i) f  là hàm đơn ánh 

ii)      f ab f a f b   với mọi  , 1,2,...,a b n  và ab n   

Lời giải 

Ta có thể chỉ ra hàm số f  như sau:  

Kí hiệu các số nguyên tố bé hơn hoặc bằng n  theo thứ tự tăng dần là: 1 2, , ..., .kp p p   

Khi đó nếu 
1

, , 1i

k

i i i
i

a p n



      thì        
1

1 , 1
k

i

i i
i

f p n f a n


      

Ta sẽ chứng minh hàm số này thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Thật vậy, với 
1

i

k

i
i

a p



  và 
1

i

k

i
i

b p



  có ít nhất một giá trị i  và j  khác nhau. 

Thì    
1

1
k

i
i

f a n


    và    
1

1
k

i
i

f b n


    

Hiển nhiên ta chỉ có thể biểu thị    ,f a f b  một cách duy nhất sang hệ cơ số  1n   và vì 

thế     .f a f b   

Mặt khác ta có              
1 1 11

i i

k k k k

i i i i i i i i
i i ii

f ab f p f p f p f p f a f b 

  

 
          

 
    

Hay ta có:       ,f ab f a f b   đúng theo giả thiết đề bài. 

Vậy từ đó hàm số xây dựng như trên thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

 

Câu 78. Giả sử Josephus có  1n   người bạn, n  người này đúng thành một vòng tròn 

đánh số từ 1  đến n  theo chiều kim đồng hồ, tự sát theo nguyên tắc, người thứ nhất cầm 

dao đếm 1  rồi tự sát, người thứ hai đếm 2  rồi tự sát,…Quá trình dừng lại khi còn một 

người. Gọi  f n  là hàm số biểu thị vị trí cùa người sống sót đó. Câu hỏi đặt ra là, hãy 

tính  f n  ? 

Bài toán cổ Josephus 

Lời giải 

Ta sẽ xét hai khả năng của n  là chẵn và lẻ. 

Khả năng 1. Khi số n  là số chẵn, tức 2 .n k  Sau vòng 1  thì còn người ở vị trí lẻ. Số người 

này đánh lại thành 1, 2,..., .k   

Nếu lượt trước người đó có số 2 1i   thì sau đó mang số .i  Người sống sót có số cũ là 

 2f k  sau mang số mới là   .f k  Vậy từ đây ta có    2 2 1f k f k   

Khả năng 2. Khi số n  là số lẻ, tức là 2 1.n k   Sau vòng 1  ta ngầm hiểu rằng có 2 2k   

người bằng cách tính trùng người thứ 1  thành 2 2,k  còn lại những người số 3, 5,..., 2 1k   

đánh số lại là 1, 2,..., .k   
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Nếu lượt trước người đó có số 2 1i   thì sau đó mang số .i  Người sống sót có số cũ là 

 2 1f k   sau mang số mới là   .f k  Vậy từ đây ta có    2 1 2 1f k f k    

Như vậy thì          1 1,  2 2 1,  2 1 2 1f f k f k f k f k       

Ta chứng minh bằng quy nạp rằng. 

Nếu biểu diễn trong cơ số 2  của n  là:  1 1 2
... , 1,k k kn a a a a  với i k  và  0,1ia    

Thì    1 1 2
... .k kf n a a a  Thật vậy: 

Với 1n   thì ta thấy hiển nhiên đúng. 

Giả sử với mọi k n  thì mệnh đề đúng. Ta sẽ xét hai trường hợp sau đây: 

Trường hợp 1. Nếu n  là số chẵn, đặt 2 .n m   

Khi đó nếu như:  1 1 2
...k km b b b  thì  1 1 2

2 ... 0k km b b b   

Và        1 1 1 1 2
2 2 1 2 2 ... .2 1 1 ... 01k

k kf m f m b b b b           

Vậy trong trường hợp 1 thì mệnh đề đúng. 

 Trường hợp 2. Nếu n  là số lẻ, đặt 2 1.n m    

Khi đó nếu như:  1 1 2
...k km b b b  thì  1 1 2

2 1 ... 1k km b b b    

Và        1 1 1 1 2
2 1 2 1 2 2 ... .2 1 1 ... 11k

k kf m f m b b b b           

Vậy trong trường hợp 2 thì mệnh đề đúng. 

Từ đó, theo nguyên lý quy nạp thì mệnh đề ban đầu đúng và từ đó ta suy ra điều phải 

chứng minh. 

 

Câu 79. Cho hai hàm số * *, :f g   là hai hàm số thỏa mãn đồng thời các điều kiện: 

i) g  là hàm số toàn ánh 

ii)    2 2 22 ,f n n g n n       

Nếu   2019 ,f n n n n      thì f  có vô số điểm bất động. 

Lời giải 

Đầu tiên ta có định lý Dirichlet về số nguyên tố thì dãy số  ip  với ip  là các số nguyên tô 

có dạng 8 3k   là một dãy vô hạn.  

Từ đó với mọi ,n  theo công thức của kí hiệu Legendre ta có: 

 
2 1

8
2

1 1
np

np

 
    

 
 

Sử dụng điều kiện i) thì ta tìm được dãy  
1n n

x



 sao cho   , .n ng x p n      

Ta có      2 2 2 2 22 2 modn n n n n nf x x p f x x p     

Vì 
2

1
np

 
  

 
 nên suy ra: 

 n

n n

p f n

p x




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Suy ra tồn tại hai dãy số nguyên dương  na  và  nb  sao cho 
 
n n n

n n n

x a p

f x b p





 

Từ điều kiện ii) thì ta được 2 22 1n nb a   

Cuối cùng, sử dụng giả thiết:   2019 ,f n n n n     thì ta có: 

 2019
1 1n n

n nn

f x b

x ax
   

2 1
lim 2 lim 1n

n
x x

n

a
a

a 


      

Suy ra tồn tại 0N  sao cho 01,n na b n N      

Vậy từ đó   0, .n nf p p n N     

Và từ đây ta suy ra điều phải chứng minh. 

 

Câu 80. Tìm tất cả các hàm số * *:g   thỏa mãn điều kiện sau: 

      g g 1 3 ,g n n n n g n n         

Doãn Quang Tiến 

Lời giải 

Đặt     *,g n f n n n     thì thay vào phương trình hàm ban đầu ta được: 

          

      

*

*

1 1 3 ,

1 2,  1

f f n f n f n n n f n n n

f f n f n n n

          

      
 

Từ đây, ta đã chuyển bài toán ban đầu thành một bài toán khác có vẻ gọn đẹp hơn rất 

nhiều. 

Thay 1n   vào  1  thì ta được     1 2 3f f f   

Từ đó ta suy ra:  2 2f   và   1 2.f f   Từ đó ta xét hai trường hợp sau: 

Trường hợp 1.  2 1f   và   1 2.f f    

Bây giờ ta đặt    1 2f k f k     

Thay 2n   vào  1  thì ta được     2 3 4f f f   

Từ đây suy ra    3 4 1 4f f k     

Từ  3 1f   nên suy ra: 3.k    

Nếu 1k   thì ta có:       2 1 1 1,f f f k f    điều này cũng mâu thuẫn. 

Nếu 2k   thì ta cũng có:       2 1 2 1,f f f k f    điều này cũng mâu thuẫn. 

Nếu 3k   thì ta có:       2 1 3 4 4 3 1,f f f k f k        điều này cũng mâu thuẫn. 

Vậy tóm lại không có giá trị nào của k  thỏa mãn nên trường hợp 1 không xảy ra. 

Trường hợp 2.  2 2f   và   1 1.f f    

Thay 2n   vào  1  thì ta được     2 3 4f f f   

Từ đó thì ta dễ thấy  3 2f   và ta tính toán được các giá trị sau: 
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      

      

      

4 5 3 5 2 3

5 6 4 6 3 4

6 7 5 7 4 4

f f f f

f f f f

f f f f

    

    

    

 

Từ đấy ta dự đoán được rằng, hàm số  f n  được xác định như sau: 

  *1,f n n n n         trong đó 
1 5

2


   

Bây giờ ta sẽ chứng minh rằng, hàm số này là hàm số thỏa mãn  1  để rồi từ đó suy ra 

công thức của hàm  g n  và từ đó ta hoàn tất bài toán. 

Mà trước tiên, để chứng minh nhận định đó, ta cần phải có hai bổ đề sau: 

Bổ đề 1. Với mỗi số *n  thì ta có  1
1

n
n n

n


          

 

Chứng minh 

Trước hết ta có      1 1 1 2n n n n n n n                      

Và      1 1 1 1 1 1 1n n n n n n                      

Do lưu ý rằng: 
1 5 1 5

1
2 2

  
     nên suy ra:  1 1.      

Vậy từ đó ta thấy bổ đề 1 được chứng minh. 

Bổ đề 2. Với mỗi số *n  thì ta có  
 2  1  

1
1 

n if n n n
n

n otherwise

                    
   

 

Chứng minh 

Hiển nhiên thì ta có  1n     bằng 1n     hoặc 2n     

Giả sử  1 1n n           thì từ đó ta có: 

          1 1 1 1 1 1 1 1n n n n n n n n                              
 

Và như trên thì ta có      1 1 1 2n n n n n n n                      

Từ đó thì ta suy ra được:  1 1.n n n           

Giả sử  1 2n n           thì từ đó ta có: 

       1 1 1 1 1 1n n n n n n n                          
 

Tử đó thì theo bổ đề 1 thì ta thu được:  1 .n n n          

Vậy từ đó thì bổ đề 2 được chứng minh. 

Quay trở lại với việc giải bài toán 

Ta sẽ sử dụng phương pháp quy nạp để chứng minh kết quả ban đầu. 

Với 1n   thì  1 .1 1 1 1.f         
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Với 2n   thì  2 .2 2 1 2.f           

Giả sử kết quả đúng với 1 .j n   Sử dụng  1  thì ta có: 

          1 2 2 1 2 1 1 1f n n f f n n f n n n n n n n                                  

Mà từ 1 2 1 1n n n n n           ta có    1 2 1f n n n n                  

Giả sử n  thỏa mãn:  1n n n          thì từ đó ta có:  1 2n n            

Và do đó ta suy ra được    1 1f n n n        

Nếu n  không thỏa mãn  1n n n          thì tức là chỉ có thể xảy ra:  

 1 1.n n n           

Và theo bổ đề 2 thì ta được:  1 1n n            

Và từ đó ta suy ra được: 

       1 2 1 2 1 1 1f n n n n n n n n n n                                          

Vậy từ đó theo nguyên lý quy nạp thì mệnh đề  1  được chứng minh hoàn toàn. 

Từ đây suy ra tất cả các hàm số thỏa mãn  1  là 

  *1,f n n n n         trong đó 
1 5

.
2


   

Hay từ đây ta suy ra được hàm  g n  mà chúng ta cần tìm là: 

    *1 1,g n f n n n n n n n                   trong đó 
1 5

.
2


   

 

Câu 81. Cho ba số thực , ,a b c   không âm, phân biệt sao cho tồn tại hàm , :f g    

thỏa mãn      
x

af xy bf cf x g y
y

 
   

 
 với mọi số thực dương x y . 

Chứng minh rằng tồn tại hàm :h    sao cho: 

     2 , 0
x

f xy f f x h y x y
y

 
      

 
 

Iran TST 2019 

Lời giải 

Đặt  ,P x y  là phép thế cho phương trình:      
x

af xy bf cf x g y
y

 
   

 
 

Trường hợp 1: Nếu 0a b c   : 

Ta có    
 1

,1
g

P x f x
a b c

 
 

 là hằng số, vậy:    2
x

f xy f f x
y

 
  

 
 

Suy ra   0h y y  , thỏa mãn. 
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Trường hợp 2: Nếu 0a b c   : 

Ta có         
x

a f xy f x b f f x g y
y

  
      

  

 và đặt phép thế là  ,Q x y  

Lấy    1, ,Q y Q x y  ta được 

              
1

1 1 0 1
x

a f xy f x f y f b f f x f f
y y

    
            

    

 

Thế 
1

y
y

  vào  1  ta được:  

            
1

1 1 0
x

a f f x f f b f xy f x f y f
y y

    
            

    

 

Do a b , 0a b c  
2 2 0a b   , vì vậy: 

       1f xy f x f y f   , , 0x y   

   
1

1
x

f f x f f
y y

   
     

   
, , 0x y   

Cộng hai phương trình với nhau        
1

2 2 1
x

f xy f f x f y f f
y y

   
       

   
 

Vậy      
1

2 1h y f y f f y
y

 
    

 
 , thỏa mãn. 

 

Câu 82. Tìm tất cả hàm số :f   thỏa mãn: 

     ! ! ! ! , ,n f m f n f m m n     

BMO Shortlist 2018 

Lời giải 

Đặt phép thế  ,P m n  cho phương trình ban đầu 

 1,1P       1 1 ! 1 1 !f f f       1 ! 1 1 1f f  , từ đây hiển nhiên  1 1f   

       1, ! 1 ! 1 ! !P n n f n f n n f n n        

Gọi p  là số nguyên tố tùy ý, ta có      1, 1 1 ! 1 1 ! 1P p p f p      .  

Theo định lý Wilson trong số học ta được  1 ! 1p p    , suy ra  1 ! 1p f p    

Lưu ý rằng nếu  1 1f p p    thì  1 !f p   là tích của ít nhất p  thừa số nguyên dương và 

là một số chia hết cho p , do đó    1 ! 1 1 modf p p   - mâu thuẫn chứng minh trên. 

Vậy  1 1f p p   , lại có  f n n  nên  1 1f p p    với mọi số nguyên tố p . 

Lại có  , 1P m p                  1 ! ! ! 1 ! 1 ! ! ! !p f m f m p p f m f m f m         
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Với giá trị m  bất kỳ, ta chọn p  đủ lớn để thu được:    ! !f m f m , sử dụng kết quả này ta 

được:      ! ! ! !n f m f n f m   tương đương    ! ! ! !n f m f n n   

Thay 1m p   với p  đủ lớn vào phương trình trên ra được  ! !f n n  với mọi n . 

Vậy  f n n  là hàm số cần tìm. 

 

Câu 83. Tồn tại hay không hàm số * *:f   thỏa mãn điều kiện sau: 

     *3 2 ,f f n n f n n     

Lời giải 

Giả sử tồn tại hàm số f  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Với mỗi *i  ta xây dựng dãy số như sau  
1n n

a



 sao cho:  1 1,  n na i a f a   

Khi đó thì ta có       1 1 1 1 12 3 2 3n n n n n n na f a f f a f a a a a           

Hay ta có 4 14 3 0, 1n n na a a n       

Do 0, 1na n    nên đẳng thức không thể xảy ra. 

Nên từ đó ta kết luận rằng không tồn tại hàm số f  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

 

Câu 84. Tìm tất cả các hàm số tăng thực sự * *:f  thỏa mãn điều kiện sau: 

     *2 ,f n f n f n n     

Lời giải 

Do f  là hàm số tăng thực sự nên ta có: 

   1 1f n f n    hay    1 1f n n f n n      

Suy ra:  f n n  là hàm số tăng. 

Mặt khác ta đặt  0 11,  n n na a a f a    

Từ đó ta suy ra 0 1 ...a a   và    1 2n nf a f a   

Do đó     *
1 1 ,n n n nf a a f a a n       

Suy ra có vô hạn bộ số  ,m n  sao cho:    f m m f n n     

Suy ra   ,f n n c   với c  là hằng số. 

Vậy tất cả các hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán là:   *, ,f n n c n c     là hằng số. 

 

Câu 85. Tìm tất cả các toàn ánh :f   sao cho với mọi ,m n  thỏa mãn: 

   f m f n m n   

Lời giải 

Kí hiệu P   là tập tất cả các số nguyên tố.  

Xét đơn ánh :g P P  thì nếu 
1

i

k

i
i

n p



  thì    
1

.i
k

i
i

f n g p




   
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Kí hiệu  n  là số ước nguyên dương của .n   

Mà ta có nhận xét sau:     n f n    do f  là toàn ánh. 

Với mỗi số nguyên tố p  thì  f p  chỉ có đúng hai ước nguyên tố nên nó cũng là số nguyên 

tố. 

Xác định hàm g  như trên thì từ đó ta có:    f p g p  nên ta sẽ chứng minh g  là song ánh. 

Thật vậy, do f  là toàn ánh nên g  là toàn ánh nên g  là song ánh. 

Tiếp theo, ta sẽ chứng minh    
kkf p g p  với k  là số nguyên dương bằng quy nạp 

Ta thấy rằng, với 1k   thì hiển nhiên đúng. 

Giả sử mệnh đề đúng với 1.k    

Ta có  kf p  chia hết cho      
2 1

1, , ,...,
k

g p g p g p


 và ngoài ra không chia hết cho số 

nguyên dương nào khác. 

Do đó      1k kf p p k     . 

Nếu 1k   khi  kf p  có thêm một ước nguyên tố nữa thì    2 1,kf p k k    vô lý. 

Từ đó  kf p  là lũy thừa của  g p  và nó có 1k   ước nên     .
kkf p g p   

Giả sử n  là một số nguyên dương, p  là một số nguyên tố không chia hết cho .n   

Bây giờ ta sẽ đi chứng minh       ,k kf n f p f np k    

Từ  , 1kn p   nên ta có:      k kn p np      

Mặt khác    
k kg p f np  và    g p f n  

Do vậy mọi ước của  f n  và  
k

g p  chia hết cho  kf np  và mọi ước của  
k

g p  và  f n  là 

ước của   .kf np   

Lại có          k k kf n f p np f np       

Nếu  kf np  có ước khác với các ước của  f n  và  
k

g p  thì  

        ,k kf n f p f np   vô lý. 

Vậy từ đó ta có kết quả          
kk kf np f n g p f n f p   

Từ các nhận xét trên ta có hàm f  được xây dựng như trên là duy nhất. 

Vậy tất cả các hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán là các hàm như trên. 
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